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Nouvelles formales pour reduire Pintegrale 

v = C-* x 
J 



a la forme trigoDometrique des transcendantes elliptiques; 
les polynomes T et X ayant cette forme: 

(Par Mr. J. Plana k Türin.) 



Igelte quesüon einbrasse toute la. theorie de l'inlegration par les .transcen- 
dantes elliptiques de la differentielle 

P dx 

p 

lorsque -g- est une fraclion rationnelle en x. J'ai entrepris de la resoudre 

par une analyse qui, ä plusieurs egard me paralt nouvelle: mais, avant de l'ex- 
poser, je crois utile de faire les reflexions suivantes. 

Soient x f , x", x"\ x iy les quatre racines de l'equation 
(1.) X = x*+Xx> -[Aat + Bx+D = 0, 
que nous supposons disposees de maniere que les sommes x 9 -\-x", a?'"-f-# IV ; 
ainsi que les produils x'x" f x'"x iy soient des quantitäs r Jettes. En designant 
par F(x) le resultat de Integration qui donnerait V en'fonction de x, et nom- 
raant a la valeur initiale de x, on aurait en genäral 

V = F(x) — F(a). 
Actuellement, si Ton fait x=f(<p) et n=f(y'), la valeur de V, exprimäe 
par la variable y, sera 

Quelle que soit la forme de la fonclion f(g>), il est evident que Rd<p sera 
la forme de la differentielle de V par rapport a la variable q>. Mais, pour 

CreUe's Journal f. d. M. Bd. XXXVL Heft 1. i 
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remplir le bot que Ton a en vue, il faudra, par un choix convenable de cette 
fonction, faire ensorte que l'integrale V soit transform£e dans une autre de 
la forme 

oü Ton ait J= J(l — c 2 sin». 

La constante c, dislinguee par le nom de module, doit ötre reelle, 
positive, et plus pelite que Turnte. Et les trois coefficiens /i 2 , /**, pl\ qae 
Ton nomine parametres, doivent ötre chacun, r6el, positif, et plus petit que 
l'unitö, Suivant cette definition, ils ne pourront *tre que plus petita on plus 
grands que c? f et reductibles a Tune ou l'autre des deux formes 

c*sin 7 et 1 — * 2 sin 2 0; 
b 6tant le module complementaire; c'est-a-dire que b 2 = 1 — c 2 . 

Cette transformation doit £tre teile que la difference r(<p) — -T(y f ) puisse 
Ätre presentee delivree du signe integral : et en outre, l'intägration relative a <p 
qui demeure indiquee, doit avoir zero pour premiere limite. En gen&al, on 
ne peut remplir cette derniere condition sans introduire un plus grand degre de 
complication, soit dans l'expression de x en tp, soit dans celle de la fonction 
r(<p) — r(<p'). Mais, par la, on acquiert l'avantage d'äviter dans la trans- 
formee les diflterences qui doublent le nombre des quantites transcendantes, au 
moment oü Ton veut evaluer une integrale definie. Au reste on sait que 
l'integrale algäbrique tronvee par Euler, offre le moyen d'exprimer par une 
seule integrale et une partie algäbrique les differences entre deux transcen- 
dantes elliptiques. 

On verra dans ce Memoire que, si les coefficiens K' et H' de y f — 1 sont 
nuls, Pintägrale V contient seulement deux transcendantes elliptiques de troi- 
sieme espece; mais en general il y en a trois. 

Relativement a l'integrale 

/ dx(G+&x+G»jr*) 
Tx ' 

il sera demontre, que la seule transcendante elliptique de troisieme espece 
quelle peut renfermer dans son expression, est toujours du genre de celles qui 
sont k paramelre logarithtnique , c'est-a-dire de la forme ^sin'l. II est 
essentiel de bien ätablir cette distinction, maintenant que Ton sait, que ces trans- 
cendantes sont plus simples que celles dont les parametres sont circuUriree; 
c'est-4-dire de la forme 1— Csintf 2 ; de sorte que toute integrale de la 
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forme /--^p- 9 dans laqaelle P est un polynome entier et rationnel, est 

suscepüble d'ötre exprimee par une seule transcendante elliptiqae a parametre 
logarithmiqiie. A cette circonstance il faut en ajouter une autre non moina 
importante; savoir, que Ie module peut toujours ötre exprime d'tme maniere 
assez simple par les trois racines d'une equalion du troisieme degre, qui est 
präcisement la reimte de l'equalion X=0 du quatrieme degre. 

C'est en approfondissant les principes connus pour operer la trans- 
formation dont je parle, que j'ai ete conduit a plusieurs nouvelles formules 
fort remarquables, qui, dans leur ensemble, n'ont pas encore ete publiees, que 
je sache.. Si, je ne me trompe, elles pourront avoir de l'influence pour etendre 
les applications de cette branche du Calcul Integral. Maintenant que nous pos- 
sedons des tables pour 6valuer les fonclions elliptiques, il faut avoir des for- 
mules, qui, abstraction faite de toute methode d'approximation , offrent les 
moyens propres ä mettre en evidence que, raöme avec la generalite inhä- 
rente a des coefficiens litleralement exprhnSs, on peut, dans chaque cas, cal- 
culer les Clemens numeriques qui constituent les argumens des ses Tables. 

~7x ^ ans 
une autre semblable, on peut Tarier a Hnfini les moyens pour remplir cette 
condiüon: mais le cas g£n6ral, qui est celui de 1'integrale 

fTdx 

J ~7jT' 

exige un choix convenable, si Ton veut que le möme changement dans la va- 
riable primitive puisse ötre communique aux integrales 

/ xdx fx % dx r dx 

VA ' J JX ' J \i +(*+# i—i)x\iX 

sans rencontrer de nouveaux obstacles, ou une complication capable de dimi- 
nuer, et möme de faire disparaltre les avantages que Tont avait d'abord ob- 
tenus en traitant le cas le plus simple. C'est d'apres cette reflexion que j*ai 
evite plusieurs transformations qui, ä d'autres egards, ont paru preferables. 

Par des motifs analogues, j'ai vari6 le procede connu pour eliminer 
les parametres imaginaires. J*ai obtenu des formules plus symitriques, en 
fesant sortir le Symbole de l'imaginaire, ^— 1, du signe integral, avant la 
rcduction des differentielles ä la forme trigonemötrique. Toutefois, on ne saurait 
disconvenir que, dans les cas particuliers, on rencontre assez souvent des r6- 
ductions inattendues qui apportent des modifications heureuses, et justifient, par 
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le sucees, un cboix qui tarait 6te rejet* par an raisonnement fait a priori. 
H serait absurde de croire, qae le hasard seul produit les combinaisons de 
ce genre': il fant aussi avoir acquis'ce tact qui nous rend capables de lirer 
parti, & cbaque instant, des moindres luears qui peuvent jeter quelque clärti 
sur les points aatour desqaels les difficultes sont concentrees. 

Le tböor&me de Landen offre la plus simple transformation des trans- 
cendantes elliptiques de premiere espäce en d'autres semblables, avec des mo- 
dales differens: mais ce probleme, conäidere en gen&al, 6tait celui qui par 
sa Solution devait amener la däcouverle des proprietes intimes de ces trans- 
cendantes, et möme de Celles de ttoüieme espece. Alors on a compris que 
Ton pouvait calcnler ses dernieres par des suites infinies fort convergentes. Une 
des donnies indispensables pour ce calcul itant la transcendante 

oft Ton a 

j'ai plac6 ä la fin de ce Memoire une Table qui donne immediatement le loga- 
rithme tabulaire de — , pour tous les angles du module c depuis 0° jusqu'a 45°, 
de dixieme en dixieme de degrö , et de degre en degre depuis 45° jusqu'a 90°. 
On sait que la decouverte des series qui dependent de cette transcendante est 
due 4 Mr. Jaeobi. Mais en lisant son ouvrage il n'est pas facile de concevoir 
comment eile a h\h faite. 

Cependant il y a, si Je ne me trompe, nn point de vue qui permet 
de saisir le fil des idees qui peuvent avoir fait trouver les memorables for- 
mules par lesquelles on sait aujourd'bui multiplier a l'infini les transformations 
des transcendantes elliptiques de premiere espece. J'ai consacre a cette question 
un assez long paragraphe afin de montrer clairement, comment, par le pas- 
sage du r£el i Timaginaire et du fini a l'infini, en tombait sur les s&ries d6- 
pendantes de la transcendante — , qui, desormais, doit ötre consideree comme 
un des elemens principaux de l'analyse algebrique. 

Pour offrir au moins un exemple de rapplication des formules gene- 
rales, j'ai repris une question de Geometrie transcendante qui n'est pas encore 
epuisee: celle de la surface et du d£veloppement sur un plan, d'un secteur 
oonique a base elliptique. Par la comparaison entre ma Solution et celle publice en 
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1826 per Legenire, on verra que, par des transfonnations pnrement algebriques, 
on peut 6viter las constructions göometriques et präsenter cette Integration avec 
une symötrie remarquable, et propre a faciliter le caleal des cas parüculiers» 

L'analyse qu'on emploie ponr rtsoudre ce probleme de geomätrie est, an 
fond, tout-ä-fait analogue a celle qui donne l'attraction d'un anneau elliptique, 
suivant l'hypothese imaginee par Mr. Gauss et publiee dans le Tome IV des 
Mömoires de Goettingae depuis l'annäe 1820. Mais afin de mieux etablir ce 
rapprochement, j*ai termine ce Memoire par les formnies qui offrent nne Solu- 
tion nouvelle de ce möme probleme. 

Les analystes exerces saisiront d'un conp d v oeil le caractere distinctif 
des deox methodes diff&rentes ponr parvenir a l'expression des trois compo- 
santes rectangnlaires de la force attractive. 

rajonterai encore nne röflexion avant d'entrer en mauere. En lisant 
les Mömoires d'Euler snr les transcendantes elliptiques, il fant se rappeler que 
ses deux types etaient 

/ rf Wl=£l£l «/ *ü 

j r i— ** «mi— *«)V(i— *•*■) 

Le premier represente Parc elliptique compte depuis le sommel: le demi- 
grand axe etant pris ponr unitö, et la demi-excentricite etant une fraction d£- 
signee par c. 

Le second type etant multiple par ** = 1 — c 1 , represente Parc hyper- 
bolique dont l'unite est la distance du centre au foyer, et la fraction c Taxe 
transversa, de sorte que 

F= Ftangy, X = ^-.^-^sin^), 

sont les coordonnees orthogonales de l'hyperbole. Euler ne semble pas avoir 
remarque qu'on a requalion 
r ix xV(l—c*x*) i />.., /<- c«x» i r <t* 

autrement il anrait pris pour types les deox integrales 

r dx fdT ^ { ~ e%x i 

J V(\— x*)(i— c*x»)' J 1 i-x* 
Le troisieme type qu'il fallait ensnite considerer est 1'integrale 

_Jx 

(1— »4r«)/((l— *»)(!— c*x*)) » 



fn 



ou n est an parametre r6el. 
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C'est a hegmdre qu'on doit cette Classification simple et lumineuse; ainsl 
que les premieres formales propres a ramener les integrales de cette derniere 
forme, qui ont le parametre n imaginaire, a d'autres de mdme espece oü le 
parametre est r£el. 

§. n. 

En decomposant le polynome X dans ses deux facteurs reels du second 
degre, nous aurons 

(2.) X = {a? — (^+ar ff )ar+a?V}{x 2 — (x'" + x> Y )x+x'"x iy }i 
et nous excluons les cas d'egalitä entre deux des racines x\ x'\ x'" p x iy 
afin de prevenir les exceptions qui tiendraient a cette circonstance. Cela pos6, 
nous ferons 

ce qui donne dx= 'jj" V » et reciproquement 

Actuellement, afin de faire disparaftre, sous le radical, les puissancea impaires 

de y» nous determinerons les deux constantes o et ß de maniere que Ton ait: 
(5.) x'x" — \{x'-\-x")(a-\-ß) + aß*=Q, 
(6.) x"'x w - K*"'-j-* ,V )(« +/?)+ aß = 0. 

Dono, en observant que Ton a l'equation 

(7.) x'+x"-\-x" , -\-x" = —X, 

si Ton fait ponr plus de simplicite 

!X' = x f x"—x"'x iy , 
X"= x , x"(x"'-\-x llf )-x , "x lv (x' + x"), 
X'" = (x'+x")— (x"'+x lv ) == X+2(x*+x'% 
X ir = X n — X"X'", 

on aura 

2 X* X n 

(9.) a+/? = ^r; «/5 = ^pr; 

l lw --i • — — jrw — t P — — jfw — 

Et sur cela, il faut observer que la permutation des deux lettres a et ß est 
permise, puisque les equations (5.) et (6.) ne changent pas par cette permu~ 



y. Plmna, nüuction de tmiigrtih V=f^. 7 

tation reciproqne, de sorte qae Ton peat aussi faire 

— **?• 

Les formales (10.) nous demontrent que les cas parücaliers oü Ton 
peut avoir ß = — a, sont ceux pour lesquels les racines de requation JC= 
seraient telles que Ton aurait JTssjrV — a/^af^s 0. Or, cela peat avoir 
Heu pour tonte equation de la forme 

(11.) X = a*+Xa*l r A&+mlx+ut = 0, 

pour laquelle on a xt' =—, jj ,y =^. # EfFectivement, d'apres ces racines, 
nous avons 



JT- «(«"+",_*_ *); JT«« ^ + Ä-^». 



m 



d'oü Ton tire 

(12.) a e» y»i; /? = — ym. 

Maintenant, nous allons dömontrer, que les racines d?', a?", x f ", x ty 
peovent toujours dtre disposöes de maniere, que la fonclion de ces racines, 
däsignöe par X™, soit une quantite nöcessairement positive. 

Pour cela, j'observe d'abord que requation identique (a—ßf = 
(a-\-ßf—4aß donne, en y substituant pour <*/9,sa valeur tiröe de requation (6.): 

(a-fll» _ {( tt +ß)+( X ">+ x « ) r-&»-x»)\ 
Donc, cette valeur de (a — ßf sera nöcessairement positive, lorsque Fequa- 
tion JT=0 aura, au moins, deux racines imaginaires: car en fesant 

il est clair qu'on a 

a-ß mm Mf+Vip+a+ßr), 
c'est-4-dire une quantite reelle, puisque a -\-ß est eile mdtpe une quantite reelle. 

Le seul cas oü il peut dtre douteux si a et ß seront deux quantitös 
röelles est donc celui oü requation X=*0 a ses quatre racines reelles. Mais 
en observant que la fonction X* y devient nulle lorsque af*=x m 9 on con$oit 
qu v elle doit *tre divisible par af—xf": ce qui deviendra evident en £cri- 
vant d f abord 

X = ^(^-^ Y ) + ^ T (^-* W ), 
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d'oü Ton lire 
jr Y = (x>-x"')(x"-x iy ) {2x>x xy +x'(x''-.x ty )+x>(x>-x''') - z>'aT- x> 2 } 

c'est-a-dire 

(13.) JPI == (^ - ar"')^ - *")(*" - *"')(*" - *")• 
Or il est clair qae la forme de cette expression taffit poar faire voir qtt f tt est 
toujours possible de rendre X iy quantite positive, en disposant les quatre ra- 
cines x f , x" f x'", x lY par ordre de leur grandear decroissante, et mettant les 
negatives apres les positives, en commen^ant par la plus petite negative, ab- 
straction faite de son signe. 

Au reste, pour rendre X iy quantite positive, on peu; aussi disposer le° 
racines de maniere qae deax factears soient positifs et les deax aatres nögatifs. 
Car, on peut faire les six combinaisons deax k deax: 

et prendre ensaite celui de ces trois coaples qai donnera pour X iy une quan- 
tite positive. 

Le second de ces trois couples donne 

JT— x>x"'-x»x lv i X'" = (x'+x»')~(x"+x iy ), 
pour les trois fonctions des racines avec lesquelles on devrait former les valeurs 
de a et ß par les formales (!()•)• Et le troisieme couple donne 
iX xy = y((^-x ff )(a/ — x"')(x iy -~x")(x ly -a/"»; 
X 9 = x'x xy -x"x'"; X'" = (** + *")-(*" +*"'). 
En distinguant par X lY , X} y , X£ y ces trois valeurs differentes de Jif IV on a, en 
fesant leur produit, 

X iy -X[ y .X} y 
= _ {(*'-*'7(*'-*'7(*'-^^ 
Or on sait que le produit des carres des differences entre les racines d'une 
equatioü du quatrieme degre doit ötre positif, si les quatre racines sont, ou 
reelles ou imaginaires; et negatif, si deux sont reelles et deux imaginaires. 
Donc on aura 

X iy - X? •JK? Y = — g 1 pour quatre racines reelles ou imaginaires; 
2l iy --X? y --X? y = -f g 1 pour deux racines reelles et deux imaginaires. 
Mais, cbacun des facteurs X iy , X™ 9 JT 2 IV est reel dans 1j premier de ces deux 
cas: donc, alors, deux doivent £tre positifs et an seul negatif, puisqu'ils ne 
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sauraient £tre tous les trois negatifs. Et, dans le second cas, an seal de ces 
facteurs sera reel et positif: les deux autres seront imaginaires et de la forme 

X? = C+Jiy-i, JT 2 IV = G-HJ-1, 
puisque leur produit doit ötre positif. 

Avant d'aller plus loin il Importe de remarquer que, en fesant dispa- 
raitre le second terme de l'equation -3T=0, on obtiendrait pour a et ß des 
valeurs absolues differentes, mais telles qu'en les designant par a' et ß', on aurait 

a' = a-f |X; ß' = ß-\-\X. 
En effet: en fesant x — u — ±k } et nommant U ce que devient le polynome X 
apres cette Substitution, il faudra poser l'equation 

_ a'+ß'z 
1+» 
pour faire disparaltre, sous le radical, les puissances impaires de z. Qr, les 
racines vf 9 u", u"', ti iv de l'equation 17=0 sont telles que Ton a 

ti' = \l + 4i u" = tl + x"; u'" = il + x'" f u iy = ik + x". 
Donc, en rempla9ant x f , x", x'" f x iy par u\ u", u"\ ti IV , respectivement, on 
voit, par les equations(8. et 13.) que les valeurs de X 1 " et X iy ne subissent 
aucun changement, et que X f devra ötre remplace par 

iSu" — u'"u ly = x'x"-x»'x iy +mx'-\-x"-x'" — x lv ) = JT + ilX'"* 
Ainsi, en vertu des formules (10.) nous aurons effectivement 

«- - ^+*^:+^- _ .+* 

tt = *'+* l x"-<x" = ß +i l. 

On verra plus loin l'utilite de cette remarque. J'ajouterai que, independam- 
ment de l'equation (13.), on pourrait demontrer par l'equation primitive 
X y = X n — X"X' ", que la fonction X xy demeure invariable en y augmen- 
tant chacune des racines de la möme quantite \X: et cette remarque suffirait 
pour faire decouvrir a priori l'existence de l'equation (13.). 

§. IIL 

D'apres nos formules (10. et 13.) on pourra donc toujours etablir les 

equalions suivantes avec des valeurs reelles de a et ß; savoir: 

/y _ VY> . rf£ _ (ß-a)dy 

V ~ (1+/)« ' VX — iT ' 

CrcUe's Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 1. 2 
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en posant 



Y = (Jf.-rxV./X^-rA'.V), 



et. 



M x = o* - (x' -f x" ) o -f x' x", 

iV, = /?-(*' -j-x")/H*'*"» 
ilf; = a I -(x"'+x ,v )a-f x"'x ,v , 

N[ = /?-(x"'-j-* ,T )/H *"'*"-. 
Eo eliminant les prodnits x'x", x'"x ,T ä Taide des equations (5. et 6.), il est 
clair que Ton a 



apres avoir fait 



(14.) >M=a-y, 
[ N = y-ß; 



M[={a-ß)P, 
P = a-y', 

Q = /-£ 



7 = i(x' + x"), 

A 

Donc, en fesant 

(15.) Y = (üf + Ny*){P+ Qfh 
nous aurons 

Y' = (a-ßf-Y, et i^F' = ±{a-ß)jY. 

Le radieal j^T etant cense pris toujours positivement, nous affectons du double 
signe + le facteur (a — ß), afin que, en prenant aussi positivement le radieal 
y'K, l'equation 

soit toujours vraie, en prenant le signe superieur ou le signe inferieur, suivant 
qne a — ß sera ;>0 ou < 0. 

II suit de lä, et de l'equation (3.), qne 

Mais il est clair que la valeur de l'integrale /-ttf sera donnee, sans ambiguite, 
par l'equation 

Cette transformation fondamentale s'opere donc a Taide des eqaaüons (3., 10., 
13., 14. 9 15.) par des fonctions des quatre racines de l'equation X — 0. Et 
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cela, de maniere que Ies factears binome» du second degre de Y sont toujours 
reels, avec des coefficiens tels que, d'apres les equations (14.) on a 

(17.) M+N = P-f Q = a-ß. 
Ces memes equations donnent 

MQ = af-\-ßy — y/ — aß, 

PN = ay \ßY—yy' — aß: 
donc en elimmant le produit aß ä Paide de 1'equation (5.), on trouvera 

et par consequent 

(19.) PN = M Q = 1 (a - ß) . X'" = JX l \ 
Mais en substituanl ponr a, ß, y, y 1 leors valeurs, nous aurons, direcleraenl, 
en fonction des racines de 1'equation X=0: 
ron^ S MQ = i{2(orV'-i- a? "V v )-( a? '-l- a? ")( a r"'+^)_2 } /Ji:' v }, 

De lä on tire une expression fort simple, non seulement de la somme MQ-\-NP, 
mais anssi du produit MQ-NP. En effet, nous avons 

16 MQNP = {2{x'x"-\-x" , x iy )-(x'-\-x")(x" f -{-x lv )} i -4X iy : 
donc en developpant le carre, et substituant pour X n sa valeur fournie par 
1'equation X™^ X n —X"X'", on trouvera, apres les reductions qui se presentent: 
16MQNP = {(x'x'"-\- arVj-f {x> x" -\- x" aT)f 

- 4«'a/"(ar"ar"'-farV v )- 4x"x iv (x"x'" + arV v ): 
d'oü Ton conclnd que le second membre de cette equation est an carre parfait, 
et que Ton a 

(21.) iUMQNP = {(x'x J "+x"x")-(x f x l}, -\-x"x"')y. 
Ainsi, en fesant 

(22.) i/" = x f x iy + x"x"\ v?=^x'x"'+x"x l \ u" = x'x"+x"'x",- 
nons aurons par les equations (20. et 21.): 

(23.) MQ+NP = «"- •!(«'+«'") et 16-MQ-NP = (u'—u"% 
Mais on sait que 1'equation du quatrieme degre 

x A -\-Xx>+ Ax 2 -\-Bx + D = 
a pour reduite requation da troisieme degre 

(24.) u i -Au*-\-{kB-4D)u-\-D(<lA — i i )-B* « 0, 

2* 
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dont les trois racines sont v! 9 u" t u'": en cons6quence on pourra determiner 
directement les produits MQ et NP en resolvant cette equation du troisieroe 
degre. Les equations (23.) donnent 

(25.) (jPN-MQf = (ti"-ti')(ti"-u'") = J? v , 
et comme X iy doit 6tre une quantite positive, il faudra prendre pour u" la plus 
grande des trois racines de la reduile si elles sont toutes les trois reelles; 
et si elles sont*, deux imaginaires et une reelle, il faudra prendre pour u" 
Ja racine reelle. Si on observe en outre que Ton a x'x"*x m x xy = D et 
x' x" -\- x'" x iy =. vl\ on en conclura les equations suivantes en fonctions des 
racines de Tequation (23.); savoir 

X 1 = i(u" 2 — 4ZJ); 
X'" = >/(4ti"+i 2 -4J) = 2y-2/; 
^X iy = )/((«" -ti')(ti"-ti'")); 
4 y = _^4- 1 /(4tt"+X 2 — 4J); 
(26.) ^ 4y i = _i_ | /( 4ll "^2_4^ ); 

_ V(u»*--4D)+V((u»--u m )(u''—H')) m 
a ~ Y(4w" + A*— 4^1) ' 



R _ >y » — 4P)— •((!*»— ti^K— tp) 



V(4u"+ Äa — * A ) 

En appliquant ces formules ä l'equation (11.); sa reduite, conformement e 
l'equation (24.), sera 

ti 3 — Au 2 + (X 2 — 4m)tnti + m 2 (4J — 2X 2 ) = 0. 
Avec une legere attention on reconnait aussitöt que u = 2m est une racine 
de cette equation; et d'apres cela on trouve que ses 1 trois racines sont 

Iu = 2m; 
u = iJ-m + ||/((J + 2m) 2 -4mÄ 2 ); 
u = ±A — tn — bK(A-\-2m) 2 — 4mi 2 ). 

Si la quantite m est positive on fera u" = 2m, et les deux autres racines 
etant designes, respectivement, par v! et u" f , on aura (•*" — •*'") (•*" — vi) 
= m(8m-(-2 2 — 4-4); ce qui donne, comme au §.IL, a=j/m f ß=—^m. 
Mais si la quantite tn 6tait negative, il faudrait prendre pour vt la premiere, 
pour u" la seconde, et pour v!" la troistäme des trois racines precedentes 
de la reduite. Alors % les valeurs de a et ß ne seraient plus egales et de 
signe contraire, et il faudrait former les valeurs de y, y 9 , <x, ß avec les for- 



| mules suivantes: 



/. Plana, reduction de P integrale V^f^. 13 

A 7 = -X -f ftX 2 -2A-4m+2y((A+2m?^mX 2 ^ 

T281 ¥=-^-y[^-2^-4m+2 ] /((^+2m) 2 -4iitr)]; 
1 J (u"-u'")(u"-vt)=±{A^m+j({A^ 

\ „><*-. 4m 2 =|{4-2ifi-f ^(( J+2m) 2 -4iia 2 )} 2 - 4m 2 . 

§. IV. 

L'equation (24.) aura ses trois racines reelles lorsque l'equation JT=0 aura 
ses qualre racines, ou toutes reelles ou toutes iraaginaires ; pour Tun et Tautre 
de ces deux cas, le produit MQ*PN doit ötre necessairement positif d'apres 
la seeonde des equations (23.). Mais il sera necessairement negalif lorsque 
l'equation X=0 aura deux racines reelles et deux racines imaginaires. D'apres 
cette remarque, il est facile de prevoir que, pour le cas oü les racines de 

l'equation JT= sont, ou reelles, ou imaginaires, on reduira l'intögrale J^y 

a la forme ordinaire des transcendantes eliiptiques de premiere espece, avec 
des coefficiens reels, en posant y= Hlmg^y, et determinant convenable- 
ment le coefficient H. En effel; la Substitution de cette valeur de y donne 
fdy u f dtp • 

donc on pourra faire disparaltre, sous le radical, le terme multiplie par cosy 
en prenant U = r olv ' w ^ reduit cette equation a celle-ci: 

fdy _ f «ty 

J iY ~JV[4V(MP.jyQ)—{2Y(PM-Q])/)—PJ\—QM)8in*y]' 

II suit de la, et des equations (23.), qu'en disposant les trois racines de la 
reduite dans l'ordre decroissant u", u', u"', on aura 



fdy _ f drp 

JJ7 ~J V[(u'— n m )+(u n — a')sin* y] 



ou bien 



(29.) Jyy — J ^^ u fft^ u t. co ^ v+u it. 8 i n iyjy 
Les deux variables y et \p sont liees par requation 

oü Ton pourra toujours prendre positivement les deux qaantites «' — «"' et 
(y —/?)(/— /?), puisque ce produit peut 6tre pr£c6d* du signe -f ou du signe — ; 
car il est mis ici ä la place de y(QNf. 
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qmtt mmmt Amt 

Maihtenant, si Ton fait <p = Jrn—y>; et c*= „_ ,„ , l'equalion (29.) 
deviendra 

CM i fJL— - 1 f *<P . 
l ° lJ JVY ~ V(u n — u'»)JV(i—c*sm*<r)' 

oü le module c sera une quantite necessairement plus petite que Turnte, puisque, 

par hypothese, les racines sont disposees de maniere que Ton a t*"— t*'">t*"— u\ 

Ainsi, en posant 

* — l + /ftäng(i*r-±<f>) * ^ — VI 1 -*» 11 <P)> 
on pourra etablir P6quation 

ayec des valeurs reelles de a, ß, JJ, i(u" — u '")\ ©* de plus avoir c 2 < 1, 
toutes les föis que les racines de requation X=0 sont inegales, et toutes 
tes quatre ou reelles ou imaginaires. 

Pour avoir les limites de (p correspondantes ä Celles de x f on a Requation 

(33.) t^(i*-**) = a/(^)£=|-l}. 

U faiit maintenant examiner le cas oü deux des racines de la rSduile sont 
imaginaires. Alors, en fesant y — cos<p.)/{ — jJj; on obtient 



r±L — -* f~ 

J iY ~ V(J\P—MQ) J ,i 



dy 



et en posant y = — , on obtient 

y % dy 1 p dy 

VY — y(MQ-NP)llf A MJQ . . \* 

J \V- MQ-jyp ' sin V 

Or en supposant positifs, les trois coefficiens M f N, P, et Q negalif, il 
faudra Interpreter lesr equalions (23. et 25.) de maniere que Ton ait: 

NP+MQ «= u" — \(tJ-\-u'"), 

NP-MQ = j/[(ii"_ti';(ti" — «"')]? 
et en supposant M, iV, Q positifs, et P n6gatif, il faudra interpreter les 
'nömes equaüons de maniere que Ton ait: 

MQ + NP = ti'-±(u'+u'"), 

MLQ-XP = j[(u" - u\) (tT - n'")]. 
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Donc, dans Tan et l'autre cas, la transformee de l'integrale /-ry sera la meine 
au signe pres; c'est-a-dire qu'en fesant 

{M.) <r 4V[(u*'-«')(u"- M '^ ' 

V = oosvl/(-|); J>>0, JW>0, tf>0, <?<0; 



on aura 



(35.) 



l + C0S9-j/(— ^) 



(36.) 



fd*_j_ 1 /Vfy 

yW~ y(( U »— tt')(u"— w w )) ^ ' 

>=^Y(-f> 0> ' M >°> *> o * p<0 ' 

«cos ff+/ y|/(-g) 

yVjr _ 1 fdif 



COS<p- 

fCK— u')(u»— w w )] 

Les formales (32. , 33., 35., 36.) comprennent tous les cas qui peuveat avoir 
lieu: car il est evident que, par la permutation de M, N en P et Q, et 
reciproquement ; on obtient les formales relatives an cas ou les deux coef- 
ficiens M, N seraient de signe contraire. II est remarquable que, le module, 
et tous les antres coefficiens puissent ötre calcules, par ces formules, a Paide 
des trois racines de la reimte de l'equation du quatrieme degre -3T=0, sans 
le conconrs explicite des racines mömes de cette derniere. 

Voici maintenant les autres formnies dont nous aurons besoin pour etendre 
a l'integrale donnee V les trois transformations dont on vient de parier. 

D'apres l'equation 

on a d'abord (en fesant b 2 =i — c 2 ): 

Jy7~~~ 4QNY(u*'—n m ) \ J*'cos<p iJTcös*r Jjr 
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Et de la on tire aisement: 

Pour avoir la transformee correspondante de I'integrale 

r <*y 

oü f designe un coefficient quelconque, reel ou imaginaire, on fera pour plus 

de simplicite: 

V' = 4(?JV+/"(ti'-ti'"), 
f = 4QN-f(u'-u'"), 

» - (-ff. 

4QN 



A = 

f 



A „ ^ 2f(u'-iS")(4Qm\ 



et Ton aura 



(39.) 



(38.) J {i _f y i )V r ~ V(u"—u»)\ A JJ + A "J{i-tisin*q>)j\- 
Lorsqu'on fait y— y(— q)'&>$*P> on a 

J v* c*QV((u"-u'W-u m )) { > / J jr 

f dy = Q p dtp 

J(l-fy*)VY (Q+fP)hu»-»>Hu»-»>")J{ { _ Jf fV si,. 9 j 4 ' 

Les formules correspondantes a y = y( — -jy). sont 

} f jy = J ßs. 

(400 (J (i-fr*)VY X{«"-«')(«"-« m )Y J 

d_ r dtp 

(0+/ f i > )f((«"-«')(«"-«'")) J jl ~^p sin« y| ,/ ' 

Avant d'aller plus loin , nous remarquerons que les valeurs de a et ß de- 
terminees par les formales (26.) deyiendraient infinies, si on avajt l'eqaation 
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4t*"-f-A 2 — 4-4 = 0. II est facile de demontrer par la theorie des equations 
du quatrieme degre que, dans ce cas, les coefficiens du polynome X sont 
lies par l'equation 4 A l — tf— 8 B = 0. En effet, si Ton fait 4 ti -j- X 2 — 4A = v, 
la transformee en v de l'equation (24.) aurait pour dernier terrae le carr6 
(4AX — k 3 — 8B) 2 : ainsi cetle equation ne peut avoir pour racine r = sans 
que Ton ait 4AX — l 3 — 8B = 0. Mais d'apres cela, si Ton fait a? = — |X-f z, 
le polynome X perdra a la fois le terrae multiplie par z 3 et celui multiplie 
par z: de sorte que Ton aura 

yVx P dz 
vx — yyc^+^-D^+ü-^M^-^ 1 ))' 

Maintenant il n'y a plus aucune difficulte pour reduire cette integrale a la forme 

H f d JL 

™y |/(1 — e»sin^j' 

§. V. 

Pour achever la transformalion de l'integrale V, j'observe d'abord que, 
par la combinaison .des equations 

avec l'equation (_AJ) trouve dans le §. III. on obtient, 

/x* dx 
, x ■, je re- 

marque que, par la combinaison des trois equations 

F={ilf+2V-22V(l+ y )-fAr(l+ r ) i }{P+0-20(l + y)+Ö(i+r) 2 }; 
d. v 'F=^f{iV(l-j- r )-2V}{P+ö-2(?(l+ y )4-0(l+r) 2 } 

i f VY\ _ dWr VY-dy . 



on a 
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Maintenant on tire de lä sans difficulie l'equation 

La mdroe expression de x en fonction de y donne 

V**'* J(\-\-Lx)JX —J1Y \(\\L*y-{\\LßYy*\ ' 
d'oü Ton tire 
fA '"^ f dx — i f dy 

-\-L(a- ß)J vr{(i + La)t _! {i + Lß)lyt] 

L(a-ß)(i+La) f dy 

(i+Lß) JVr\(i+La)*-(i + Lß)*y*\' 

Et comme dans cette formule, le coefficient L peot elre reel oo imaginaire, 
en y fesant successivement 

L = Ä+JKV-1, U = K—K'i—U 
on en tirera Texpression des integrales de meme forme qui entrent dans celle de V. 
Ainsi, il resnlte des formales (J., J\, .4"., J'".) qa'en posant pour 
plus de simplicite: 

i ~~ ll+«(Ä+ÄV-l)( ' 
f — [ i + ß(K-KW-i) )\ 

_ (jr+i:v-i)(g-fgv-i) 
(43.) <v _ (jr-Ji:V-l)(g-flV-l) . 

— {1+«(Ä-ÄV-1)}{1+/?(1C-AV-1)} ' 

|/ = G+G'ß-Qßl+rW 

H+HW-1 , H—H'V—1 

7' = G"ZV0; 

t /"= G' — G"-±X; 

(44.) fly) = -i(«-Ä ^_%r 
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on peut exprimer 1'integrale donnee en x par le second membre de cette 
equation; savoir 

oü la variable y est liee avec la variable primitive x par Pequation 

-_ a — x 

Pour faire disparaltre le signe integral de I'expression de /"(/), il faut obser- 
ver que, d'apres les equations 

M+N = P+Q = a-/9; 

2MP+PN+QM = P(M+N)+M(P+Q) = ( a -ß)(M+ P); 
2NQ+PN+QM =? Q{M+ JV)-f-2V(P+0) = («-^(iV+ß); 
on a 

(45.) (.-/»/p-^y = fjy) = lo8 ( («+ft+(jv+0)r-+^r |, 

et qu'en fesant, pour plus de simplicite: 

E' = M (Ptf + (?) -f P(ilf A 2 -f A T ) ; 

(46.) | E" = iV(PA* -f 0)+ 0(iKA 2 -j- N) ; 
£?'" = (ÜIA 2 +iV)(PA 5 -f 0); 

(47.) Ar) - /«.#:>„ , 

on pourra exprimer cette integrale par la formule 

(48.) r( y )- 7 ^i.g r +g, ^r"' r l 

si Ton a /£'":> 0: ou bien, par la formule, 

(49.) r(r) - - ^ arc jtang = t *J*$ r j 
si Ton a jE"'<0. 

Nons avons demontre au §. II. qu'en fesant x = u — |A, afin de faire 
evanouir le second terrae de l'equation X=?0 9 on ne fait que cbanger a 
en a-\-±k, el ß en ß-\-±L Et comrae alors y et / sont aussi changes re- 
spectivement en y+±A et y'-j-^A, il en resulte en vertu des equations (14.) 
que, non seulement la difference a — ß, mais aussi les quantites M, N, P, Q 
ne subissent aucun changement. Donc aussi le second membre de la formule (0.) 

3* 
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doit demeurer absolument le möme, soit en operant sur l'integrale donnee en x, 
soit en operant sur sa transformee en u que Ton aurait en fesant x = u — ±L 
Effectivement, cela revient a faire d'abord 

ou a faire par deux transformations successives, 

- --»+?-*£?■ 

Or, ces deux valeurs de x sont idenliques, puisqu'on a: a' = a-\- \X, 

ß' = ß+tx. 

Celte remarque devient importante , lorsqu'il est qnestion d'une Inte- 
gration litlerale, et non d'qne Integration numerique. Car, en evitant la Sub- 
stitution x = u — ±1, on övite aussi la plus grande complication qu'elle en- 
tralne a l'egard des coefficiens qui succedent aux coefficiens primitifs. 

§. VI. 

La formule (Ä.) renferme l'integrale /._ y ^ y , laquelle, d'apres les 

equations (38. , 39. , et 40.) depend d'une transcendante elliptique de troisieme 
espece dont le parametre [i est tel que Ton a, respectivement, 

u _ ( V(QW + V(PM) \\ _ P __ Q 

r ~ \V(QJ\)—V{PM)J > ^ — P+Q ' ^ — 0+j 

La valeur de <r* qui repond ä cette seconde valeur de fi est c 2 = - 
ou Q<C0. En consequent nous pourrons ecrire 




c 2 = 



p+Q-(i + £)Q (P+ 0)0-1) ' 

p 

en se rappelant que ilf-f-iV = P-\-Q. II suit de lä que h\n est un © 

quantite positive, puisque & et 1 — -H? sont deux quantites positives: or Q 

pi n 
etant negatif, il est necessaire que Ton ait — ^-^- < 1. En considerant de 

möme la troisieme valeur de fi, et observant que Ton a 
^ _ MQ _ Q 

- MO-P« ~ „+„(,_*) ' 

et P< 0, on en condura que ^i— < 1. II est donc Evident que, pour chacun 
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de ces trois parametres on a — <1- Mais on sait qu'en posant y=± n S y , 
on a l'equation 

C500 f- ^ = /*£_£ d V I C iq 

J/(i-M»W Ja y (l _£! 8in ,^ +/,-(,-,)(,-£!>.• 

donc on pourra toujours faire d£pendre l'integrale /ttz~Zu7Y ^ nne * rai >scen- 
dante elliptique de troisieme espece dont le parametre sera logarithmique, 
puisque nous avons — < c% ou bien — = c 2 sin 2 0. Pour cbacun des trois 
cas qui peuvent avoir Heu, l'angle doit 6tre determine par les equations 

Apres cela, on aura 

r51 ^ fl___*l _ te"gg loir { ^y)toiigg + ^(g)tangy ) . 

oü z/(y) p= ^(1— ^sm 2 ^); ^(0) «= |/(1 — ^sin 2 ^). H est presque superflu 
d'ajouter qu'on pourra toujours prendre positivement la quantite soumise au 

signe logarithmique, puisque rien n'empöche de prendre 0*4(6) log(-fl) ou 
2jfm }°1S(~ 1) P our * a constante arbitraire ajoutee a Integration. 

§. VII. 
La formule generale (B.) se simplifie lorsque l'integrale donnee est teile 
que les coefficiens H, W, K, K' y sont nuls: alors on a 

(52.) fä*<G+V*j-G»*>) 

et on pourra effectuer la reduction auz transcendantes elliptiques par les for- 
mules donnees dans les §. V et VI. Nous voyons par cette formule que la 
transeendante elliptique de troisieme espece disparaltra toutes les fois qu'entre 
les coefficiens G\ G", X il y aura la relation G 1 — 6?"-±Ä = 0: ce qui peut 
avoir lieu sans avoir ä la fois G' = 0, Ä = 0; il suffit que Ton ait6?' = G".±Ä. 
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La formule relative ä ce cas particulier est donc,celle-ci: 

En prenant G = $(G"A) on a 

G + G"-lXx + G'x* = j f G".^ 

c'est-4-dire une integrale analogue a celle consideräe par Legendre dans le 
premier Volume de son „Traue des fonctions elliptiques " (Voyez Chap. XXVII. 
page 178). Mais Legendre ne paralt pas avoir remarque qu'il etait toujours 
possible de d&iver cette integrale des transcendantes elliptiques de troisieme 
espece: il croyait que cela tenait ä la forme particuliere de lequation qui lie 
les deax variables x et <p. 

Lequation de cohdition G'— 6r f, -^A = 0, dontjeviens de parier, con- 
stitue an theoreme important qu'il faut avoir presenl a la memoire, lorsqu'on 
entreprend la transformation des integrales de ce genre. Cependant c'est un 
fait digne de remarque que ce theoreme ne se trouve pas enonce par 
Legendre, ni au Cbap. XXVII. de son dernier Trahe, ni ailleurs, que je sache. 
Toutefois, cela ne prouve pas, que cette relation entre les trois coefBciefts 
X, G', G", neces9aire pour l'evanouissement de la transcendante elliptique de 
troisieme espece soit nouvelta, ainsi que je l'avais d'abord pense. Eu effet: 
j'ai reconnu depuis que cette equation, des l'annee 1760, avait ete trouvee 
par Euler 9 comme on peut s'en convaincre par la lecture d'un de ses Me~ 
moires publie dans le Tome VIII. des „Novi Commentarü de l'Academie 
de St. Petersbourg" (Lisez la page 143). La Substitution par la quelle Euler 
parvient ä cette consequence est fort compliquee en comparaison de celle qui 

se fait par l'equation x = -^p~. Mais sur cela, les manieres de voir peuvent 

differer. D'Alemberl, qui cite le Memoire d'Euler dans le Tome VII. de ses 
Opuscules (Lisez page 61), ne paralt pas avoir apprecie la deconverte de ce 
Crilerium analytique. On pourrait möme croire qn'ü n'en faisaü aucun cas par 
la maniere dont il se livre ä ses recherches dont le but etait dit-il „d'examiner 
„les cas oü ces differentielles se reduisent ä la rectification de l'ellipse seule, 
„ou de Thyperbole seule, ou de l'ellipse et de Phyperbole ä la fois." Or ce 
probleme est resolu par l'equation G' — 6r"-|A=0, lorsqu'on fait abstraction des 
cas oü les transcendantes elliptiques de troisieme espece sont reductibles a celles 
de premiere et de seconde espece. Car les conditions relatives ä. ces cas n'ont 
616 connues que par les recherches de Legendre. 
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Afin d'avoir des idees jnstes sur la lenteur avec laquelle Tesprit hu- 
main procede dans les däcouvertes de ce genre, nous ferons remarquer que, 
möme la possibilite de rendre toujours reels les deux coefficiens a et ß a 
echappe ä Lagrange, en 1785, lorsqu'il composait son celebre Memoire sur 
les integrales de ce genre, publie dans le second Volume des Nouveaux Me- 
moires de l'Academie de Turin. Par la maniere dont il s'exprime sur ce point 
(Lisez la page 223), on reconnalt que la difficulte avait ete sentie, mais non 
resolue par Lui. II fallait, pour cela, ramener l'expression primitive de X lY 
a la forme qu'elle a dans le second membre de l'equation (13.)- Et ce pas, 
qui paralt facile aujourd'hui, n'a ete franchi que quelques annees plus tard 
(en 1792) par Legendr e. 

Anterieurement ä l'annee 1785, la Substitution 

x = «+/>r 

y\öy 

avait ete indiquee, pour le m6me but, par Euler dans le premier Volume de 
son Calcul Integral publie en 1768. Mais j'ignore pourquoi Euler a garde 
un silence complet sur la possibilite d'avoir toujours des valeurs reelles pour 
a ß ßß Y> &• Et cependant l'expression de — qu 9 il obtient ä la page 482, pour- 
rait ätre imaginaire sans choisir convenablement les coefficiens propres ä for- 
mer les 'deux facteurs trinomes et reels du second degre du polynome X, 
dans le cas oü ses quatre racines seraient reelles. Vers la möme epoque, 
dans le Tome XII. des Novi Commenlarii de l'Academie des Petersbourg 
publie aussi en 1768, Euler propose la m6me Substitution, et il l'execute sans 
supposer le polynome X decompose en ses facteurs trinomes reels, comme 
dans I'endroit cite de son Calcul Integral: mais son analyse, tout en re- 
duisant la question ä la Solution d'une equation du troisieme degre, revient 

ä prouver qu'en fesant x = Tf y on peut avoir, pour la somme a-\-ß et 

le produit aß, deux quantites reelles. Et cela ne suffit pas pour prouver que 
a el ß seront, separement, des quantites reelles. C'est d'apres ces reflexions 
que j'ai pense qu'il pouvait ötre utile d'approfondir davantage les proprietes et 
les consequences inherentes a cette Substitution. 

§. VIII. 
La formule (4'".) posee dans le $. V. deviendrait illusoire, si on y 
faisait L= — j ; mais alors, la formule (42.) qui la precede, donne imme- 
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dtatement 

( 54.) r d \ = -?.rm±y±. 

J(\-f)1X a - ßJ vr 

Par ta permutation des deux lettres a et ß *) la formule (42.) se ehange 

en celle-ci: 

r*^ f dx — fW (i+y'M + Lß)-q+La)y'\ m 

{OD.) Jii+Lstfx ~JVr {(l + L/5r) a — (l+La)VM ' 

oü Y' ■= (fl-\-My J2 )(Q-\-Py J2 ). Donc, en fesant L = — -^, cetle for- 
mule donnera 

dx « /VV(l_+rl 

tandis que la formule (42.) donne 



(56) J(TEj^- -^fJ-ir 



™ Jktki-thf- 



^-i)^ - — " r/r ' 

Des formules (54.) et (57.) on tire la consequence que, G et H etant deux 
coefficiens quelconques, on a I'equation 

Ainsi, en prenant G=—H, la transcendante elliptique /-^y- disparailra, et 
on aura ce resullat ässez remarquable; savoir 

f , Q , „ f dx(aß-x*) Hß fdy* ■ Ha fdy* 

(0»J U J tf—x^a-xUX ~~ 2(a-ß)J YY ^2(a-ß)JjT7T' 

En supposant © = 0, G'=^0, C"=0, Ül=0, on tirera de la formule (B.) 

les deux suivantes: 

t 60 ') J(l+K'*x*)1A = {t+K'*(i*)J7T 

(* — ß)KW—i C dy 

2(i+«A7-i)(i+/»ÄV-i>/(i-/y i )/r 

■ (a-ß)K'Y-i C dy 

T 2(l-«i7- 1)(1— ßK'Y-^l)J (i—f'y)YY » 

*) Ce qui revient 4 faire x = v-T-^r-- 

1+/ 
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rM r. f :.xdx ß fdy 

(«-ßi r dy* 

4(i+ a K'V-l)*J(i-fy*)Vr 
i«-ß) r äy* 

4(1 — oAY-l)*y(l— fy*)VY 

i («*-£) f *y 

~T~2(i+ a K>V-i)(i+ßK'V-i)J(i-fy*)Vr 

. (»-/*) /* dy 

r 2(i-«jtv—i)(i—/jÄV— 1)7(1 -/-'r*)yr' 

oü Ton a 

(62 .) ^{ ('--'V-^v-iy „ r==( (, + ^V- < )(<-MV-») j-. 

Ces formnies se simplifient considerablement, lorsqoe a-f/9 = 0, et qit'en 
outre ona a K f = 1. Mais en general, et möme en supposant JSC f = 1, on ne 
peut avoir les integrales 

y dx f* xdx 

que par des transcendantes elliptiques de troisieme esp&ce dont les parametres 
sont imaginaires. 

§. IX. 

En general, lorsqoe les parametres f et f sont imaginaires, la for- 
mule (Ä.) n'est pas encore reduite ä la forme qui puisse ötre regardee comme 
la plus simple pour lui appliquer la transformation expliquee aa $. IV. U 
est vrai que la somme des deux integrales dependantes de f et f est neces-» 
sairement reelle; mais il fauf transformer cette somme de maniere que le signe 
de Hmaginaire, yf — 1 ne soit pas plus . enveloppe sous le signe integral. On 
sait que Legendr e a surmonte le premier cette difficulte, en donnant pröfelft- 
blement la forme trigonometrique aux integrales de. cette espece. Mais, taat 
en conservant Tidee primitive de Legendre, on peut parvenir au but en op6r 
rant directement sur la variable y; ce qui conduit ä des formules nouvelles qui 
me paraissent dignes de l'attention des analystes. 

Soit . 

(63.) ,=*l±p 
oü £ dtaigne un coefficient conatant qn'il s'agira de determiner convenablement. 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 1. 4 
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En prenant an aatre coefficient c et formant l'expression en y de la dUTerenüelle 

dp 

on trouvera facilement 

dp __ JV0 dy . 1 dy ( E+ffy'+fiy t 

apres avoir fait pour plus de simplirite 

E = i»fP( 6 £-iV<?), 
(64.) E' = SMP-er-NQie+MQ+NP), 

E"=2€i;*(MQ+NP)-3ei;.JVQ-{NQf. 
Cela pose, si nous designons par -<4, -<4', -4" les trois valeurs de y 2 qui 
donnent Y' — 0, nous anrons 

Y' = (f-A)(y*-A')(f-A»), 
et puis les trois equations 

(65.) ^(^-M") + ^*" = «+«0+*^ 



AA'A" = 






TP"' 

Done, en prenant 

^ = — /säI 

oii pourra d6terminer ä I'aide de ces equations les trois quantitäs e, £ et A. 
En eliminant A, on obtient ces denx valeurs de e; savoir 

(66.) |«=^^f{ 2 +{(^ + ^)} et * = ^^(f«^^_i)|i 

es fesant 

(6t.) üf ' = MP-NQ-A'A" et JV r = iWP(^' +^"H (Ä0+ $P)A'A". 
Airisi, en ägalant ces denx valeurs de * on, aura pour determiner £ cette 
equation du 9econd degre: 

?{M'A'A" — N'(A'+A")}-2N'l; = M'. 
En la resolvant, on reconnalt facilement que la double valeur de £ peut ötre 
ecrite ainsi: 
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Donc cos deux valeurs de £ sont necessairement reelles puisque p*r hypo-* 
tbese les parametres f e f sont imaginaires et de la forme f=g\<hj—\ 
et f=zg—h^—l. D suit de lä que la racine A de Y 9 sera necessaire- 
ment reelle puisque nous avons 

£11 distinguant par £', £" les deux valeurs de £, et par n', n" les deux 
valeurs correspondantes de — -^, nofts ferons 

ff' . = (i -f- n'f) (i -/yxi -/-y), 
tr" = (i+»Y)(i -/•/)(! -/V); 

ce qoi donnera ces deux £quations: 

\r»r» f W — ]Mo./'J2L4.-L.f d r f ^+^y'+^r 4 !. 

oü «', «" sonl les valeurs de « correspondantes ä £' et £" et E m , E m etc. les 
valeurs analogues de E, E', E". En outre, nous fesons, pour plus de clarte 

Maintenant, d'apres le principe connu pour decomposer les fractions ration- 
nelles, si Ton fait: 

(71.): <*„ — t { f+n , nr <j f) ' *" — fW'W'-F ' 

les deux equations precedentes deviendront äquivalentes ä celles-ci: 
(78.) MP.S?f^-MNPQf£-K m f^£ wr 

(73.)' »^/r|^-«w^W iw)>F 



m 
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En raultiptiant la prämiere de ces deux equations' par 2"; la secoode per T", 
et en determinant ces deux multiplicateurs d'apres les equations 

(74.) T'Km-\-T»K' m =* 9 {a-ß) et Mk + M&> — -/Ö«-0>i 
U est clair que la somme des denx equations ainsi formees donnera 

(75.) J^MPkrrff^ + t'TTfjj^ 

f JT ™ f d y KT' T» f—!Ü!— 

\ — jv (1) xy (t+ ^ f)i/r ^i j {i ^ n i fy ^ r ' 

Ainsi en substituant cette valeur dans le second membre de 1'equatioiL (Ä.) , on 
aura ä evaluer des integrales, qui sous le signe integral, ne renfermeront 
aucun coefficient imaginäre; ce qui est un avantage consid£rable pour la trans- 
formation ulterieure qui doit 6tre faite par les formales du §. IV. De sorte 
que, si nous fesons 

(76.) F(y) = f(y)+MP{WTf 1 ^ + n"T»f 11 ^\, 
l'equation (Ä) donnera 

(ff.) V = — ^L+F(y)+ {/- MNPQ(T'+ T«)\fifr 

Pour evaluer les deux integrales que Pon voit dans l'expression de i'Xy), H 
faudra employer Pune ou l'autre de ces deux formules: 

Et en resolvant les equations (76.) on a 

(78.) V — *"~ ^ * ^^' m —S*^ y _ («—/?) \gK m —ifK m \ 
&m -^(J) — -Äip) Ä(3) K(j) JSTp) — JTp) JSTp) 

D'apres l'equation (69.) nous avons ' 

H — ff'MP' n — ffMP' 
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En designant par fi', fi" les paramelres correspondans , on aura pour chacun 
des trois cas que nous avons distingues au §. IV: 



. ** UQN+ »>'— «"')> ' 

, L » _ ( 4.giv->w-u w n * 



„'(u'—u"') ? , __ n'P , _ Q . 



** "~ m'P— 0' 

« »"P 

** ~~ n"P— Ö* 






Ainsi on a toutes les formales qai sont necessaires pour pouvoir reduire le 
second membre de l'equaüon (B\) ä la forme ordinaire des transcendantes 
elliptiques. 

En rempkcant, dans les deux membres de l'equalion (0'.), H par 

-Tv-i lorsque 

i-ürtür^ir ar-f-y Ml +(*-}- ÄV-l)* l+(A-ÄV-t)*i 
L'analyse precedente s'appliqnerait aussi au cas oü le radical ]fX aurait la forme 
|/(Z> + B a? -f ^ a? 2 -f X x 3 — x*). 
Car ü suffirait d*y ehanger X en — X et )/F en ^ — F,* ce qui revient ä dire 
qu'il faudrait considerer les racines a?', ar", x'", a? IT comme les racines de l'eqnation 

x*—Xx 3 —Ax 2 —Bx—D = 0, 
laquelle, au lieu de l'equation (24.), a pour re'dnite: 

u i +Au l -\-(lB-\-4D)u-{-D(4A-\-i. li ) — B 2 = 0. 
Apres cette transformation, il faudra reduire les transcendantes elliptiques de 
troisieme espece de maniere que le parametre y soit toujours negatif et susceptible 
d'fitre mis sous la forme — c 2 sin 2 ö, ou sous la forme — l-|-* 2 sin 2 0. 
Pour cela, il faudra employer, ou la formule (50.), ou celle-ci: 
r7qi f äg> c» fdy ■ ft f* dv 

*• v ' j y(t+f*sio» V )j — (i+c*j j.T. {it+i) j i ^( M + C ») gt 



i f . ? h% r dv 



1 

*J 



sin y. cos y 



ou Fon a , v = . 

Par la premiere, si le parametre — fi est & la fois posifif et plus grand 
que ruiÄi, on reduira Untegrale ä une autre ou le parametre y sera positif 
et plus peüt que c 2 : ensuite, ä Paide de celle-ci on obüendra la reduction ä 
une aatre integrale qui aura le parametre negatif et de la forme — 1 -p^ÜrfW.- 



30 *• Plana, reduction de tintegrale F* /73p 

§. X. 

Pour reduire ensuite les integrales definies de maniere que les diift* 
rences de deux integrales semblables y soient exprim£es par une seule inte- 
grale de mäme espece, il faudra employer les formules suivantes de Legendre. 

En designant par <p f la valeur initiale de q> qui repond a la valeur ini- 
tiale de x, on a: 

csoo /%.-/& -J% x 

(81.) fd<pJ(q>)—-Jd<p'J(<p') ^JdyJ(y>)--c l 8in<p.8intp'.9m'f; 

J (1 — jrsin* qp) 4(y) 7 (1 — g sin* <f>')J(^) 
y (1 -0 sin» y)^(¥0 T ^/ (1 __0f t __£\\ ' 



(82.) 







£ V ((i — $) fl — — )) • sin <f «in ^ • sin y 
tangi2' = 1^ , 9 ' , 

f d <P -f— 

J (1 — a sin* q>)J(q>) J (1 — « 



(1— 08in*qi>M(y) ./(l— ssin*?VW 

Ä = (c*sin*v— ^siny-siny'— costp-J(y). 

L'amplitude y/ est une fonction de y et y' teile que 

. siny-oosy^qp') — siny'-cosy-^(y) 

^ 1 — c 2 sin*y'Sin a y' ' 

rn ) MÄfll _ cosy oogy'+8,ny-siny^(y) -^(y') . 
CM ^ eosy — l+e*sin*y.sin*y' ' 

.^ - costft — cos y cos y* 

^ ' ^ sin y • sin y' ' 

U faudra appliquer la formule (82.) , si le parametre g est de la forme 
1 — ft 2 sin 2 0, et la formule (83.) , si ce parametre est de la forme c 2 sin 2 0. 

L'universalite de la methode pour operer la transformation conform&nent 
ä la Definition donoee au prämier paragraphe de ce Memoire, est donc 6taMie. 
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§. XL 

Relativement aux trois formules (A.) que je yiens d'&orire, il me parait 
que ce qu'il y a de plus simple pour les demontrer est, de les regarder comrae 
une consequence de Hntegrale algebrique, teile que Euler Fa trouvee pour la 
prämiere fois dans l'annee 1760. En effet, soit l'equation differentielle 

dx dy 

/((i - jp«) (i - c * x*» — /((1 -r % ) (* - ct r *)) : 

son integrale complete est 

oü p 2 designe une conslante arbitraire (Voyez p. 45 du Tome VI. des Nävi 
Commmlarii de l'Academie de St. Petersbourg). 

Pour demontrer rapidement ce resultat; soit 

x*+ y*-f axy-\-ßx l f-\->y = 
integrale demandee. En la diffferentiant, on aura 

dx{2x + ay-\-2ßxy i }-\-dy{2y-\- ax-{-2ßyx t } = 0. 
Mais en resolvant I'equation precedente, on aura 

„ •*4V(a»jr»-4(H-jr»KI+0jr»)) . 

r — ■ 2(i+/j*») ? 

_ ay-V(a*y* -4(y+y»)(l + fr»)) . 

~ 2(* + fr*) 

donc I'equation differentielle, apres avoir divise par — 4 y sous le radical, sera 
equivalente a celle-ci: 

Pour la rendre identique avec la proposee, il faut prendre — = c*; j ß— — 

= 1^-^; ce qui donne 0*3= (l-j-y)(l-}-yO- Le coefficient y demeure, 
comme on le voit, arbitraire. Or il est clair qu'il faut prendre y negativement 
afin d'avoir pour x nne valeur reelle lorsqne y — 0: d'apres cela <m faft 
y= t — p\ et on prend « = — y[(l— /i 2 )(i— r 2 ^ 2 )], pour avoir y=ar, 
lorsque j*«s=0. 

La melhode direete de Lagrange donne le m&ne resultat, apres avoir 
transfopne la constante arbitraire; mais il est remarquable que le procede in- 
direct tt Euler soit en quelque sorle preferable, pour avoir 1 'integrale soqs une 
forme qiri se prdte epontanetaent au changement qu'elle doit subir en expftinant 
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les transcendantes elliptiques par des lignes trigonometriques. U est elair que 
requation (ij.) peut 6tre ecrite ainsi: 

(l-^)d-r 2 ) = li(X-f)-*ri{i-*f)T* 

de sorte qu'en exlrayant les racines des deox membres, on a 

0/0 y[(i-^)(i-r 2 )] = ai-rt-*yftt-+rt. 

Donc en fesant ici, x = sin<p, y = sin<p', p = sinyj, il viendra 

cost^ = cosy'Cosy'-j-sin^siny'-y^l — c^sin 2 ^), 
c'est-ä-dire l'integrale trigonometrique par laquelle Legendr e a remplace celle 
tf Euler. Mais cette derniere donne 

d'oü Ton tire 

= 2-x'-f-p^(cpxyT-2m-^Ki-fKi-P% 
Donc, en vertu de la symetrie de cette equation, il est permis de changer 
dans les equations (17.) et (1/.). x ou y en p, et reciproquement, en donnant 
a ces quantites le signe convenable. Or en resolvant requation (17.) par rapport 
a y on trouve: 

„ xV[(i-p*)(i-e*r*)]-pVl(i-,*)(l-c*x*)] m 

partant, on a 

r IV _ yy[(l-x»)(l-c»x»)] + xi^[(l-y»)(l-e»y»)1 . 

(,..) y ( i_,<) _ y[l'-.-)K-r-))ty *-)«-«»r-)1 . . 

et d'apres Tequation 0/0 : 

( ,« y ( i-^) ^ ^(i-/^)-^(i-^Hi-y')l. 

x y 

Maintenant, si Ton fait x = 9W(p, y = Bin(p', ^ = sin^, il est clair, que 

les trois dernieres de ces equations colncident avec celles designees par (*.)• 

Pour tirer de la möme source la formule (81.), il faut observer que, 

en multiplianf par 1 — c 2 x 2 = (l— .c*y*)-|-$*(y* — a? 2 ), les denx membres de 

requation differentielle posee au commencement de ce paragraphe, on a: 



/'•i^e =/^/(^ l )+ </*ä^ 



e* y *f} 
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Or en multipliant par y(l—c 2 p 2 x 2 ) les deux membres de requation (V-)» et 
par x(l — tfp^y 1 ) les deux membres de requation 0/")? on aura en retranchant 
ces produits: 

f-x 2 = -pym-* 2 Kl-Jx 2 )]-pxm-fKl-c i y a )]. 

Donc requation precedente revient ä dire que Ton a: 

Pour determiner cette constante, j'observe que requation (1?.) donne x = p 
lorsque y = 0: donc Ja constante doit 6tre egale a la valeur de Pintegrale 

lorsqu'on y fait x=p: de Sorte qu'on doit avoir 

Con 8L =/%^(l=^): 

r 

et par lä requation precedente se transforme dans requation (81.) , lorsqu'on 
remplace x, y, p par leurs valeurs trigonometriques. On demontrerait de la 
mfrne maniere les formules (82. et 83.). Mais il suffit d'avoir indique que 
la formule primitive A'Euler est preferable ä d'autres que Ton a voulu em- 
ployer pour demontrer les formules de Legendre. 

§. XII. 

Je m'arröte sur la formule (V'.) pour indiquer une application qui a 
un rapport intime avec la theorie de la transformation des transcendantes ellip- 
tiques de premiere espece. 

La differentielle 

dy djL % 

peut 6tre transformee dans une autre semblable en remplapant y par y== yr — r* 
et determinant convenablement les deux constantes k et g. En effet, la Sub- 
stitution de cette valeur de y donne 

dy hdx(i — gx*) # 

donc, en etablissant requation c 2 * 2 = 4^, il viendra 

dy hdx 

TT— VLi+^-A*)**** 1 * 4 !' 
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Maintenant si Ton fait i-\-g l z=k 2 — 2g, nous aurons 

dy hdx 

TT — /[ll— jr»)(l-0*jr»)]' 

oü les valeurs de k et g seront k—l-\-g: 

_ (i— /(i— c»))« _ 1— /(!— c») _ 1— 6 __ c* 
9 ~~ c* ~~ 1 + ^(1 — c») — 1+6 — (1+ä)»' 

II suit de lä que l'equation differentielle 

rn dy (1+,»)</j 

est satisfaite en posant y= j7 i ? lorsque la quantite ^ est une fonction 

de £ determinee par l'equation precedente. Et teile est cette expression de y 
en x qu'on en tire 

VC 1 > ; — 1+iM: * > vc 1 ry ) — i+gx * 

Mais comme eile ne renferme aucune constante arbitraire, on ne saurait la 
regarder comme l'integrale complete de l'equation (f.). Pour avoir cette inte- 
grale, j'observe que, d'apres la formule 0]'".'), si Ton ecrit 

„ _ f(jr)/[(l-y')(l-e»y»)]-y/{[l-f -(x)][l-e»f»-(x)]} 

w J y ~ i—c*p 2 f*-(x) 

on doit avoir, en operant directement sur cette fonction de x, prise pour y: 

d> 4. f(x) 

vr — v{ii-r-(x)-][i-c*pw]V 

quelle que soit la foiction f(x) et la constante arbitraire p. Donc, en rem- 
pla<?ant f{x) par \+g X t , on aura 

(l+,g)*(l+g*V[(l-p')^ 

pour l'integrale complete de l'equation (•".). 

L'equation (17". ) devant donner pour /"(#) la möme expression que Ton 
a pour x, en resolvant l'equation (17".) nous aurons, d'apres la formule] (V".) : 

Cela pose, si l'on fait y = siny; a: = siny/; /> = sinA; Pintegrale complete 
et transcendante de l'equation (i.) sera 

F(c,<p)+F(c,k) = (l+j)F(*y), 
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tandis que Pintegrale complete et algebrique est: 

(1-f g)sfay sinA.cosy-J(c^(jp)-f cosA-sinyz/(c,A) 

1-fjfsin 1 ^ 1 — c 1 sin 1 i-sin 1 <p ' 

oü Ton a 

Au reste l'equation 

que Ton obtient en posant A = 0, et par consequent 

cost/;Y(l — Q % sin*t*) 
x l-f-gsui 1 *!* ' 

comprend le cas general, puisqu'ea fesant 

F(*, 9 )+F(c,l) = F(M), 

on aurait pour determiner 6 l'equation 

sind = <}+*>** 

laquelle rend sind egal ä la valeur precedente du second membre exprime en 
fonction des deux angles l et (p. 

Ainsi il suffit de considerer les equations (•'.) et (•".). En y fesant 
tang^t^ = tangv ; -y(i — ^ 2 sin 2 y/), ou en tire l'equation connue 

(•'".) F(c, <p) = i(l +g)-F(g,w)i 
c'est-ä-dire l'equation que Ton aurait en fesant directement: 

sin (2 y — tjo) t= ffsinw; 
d'oü l'on tire 

smw = -ri -ff- — r 2 -; tangu? = \ ' ' — V^ - 

Puisque en fesant ^ = 90° on a aussi 9 = 90°, il resulte des equations (t f .) 
et (•".), qu'entre les fonctions completes F'(c) et F'(y) il y a cette rela- 
tion fort simple: 

**(*) = (* +#)*"( jr). 

Et comme c = y4-£; b= ~ 9 , cela revient ä dire que Ton a 

5* 
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Cetle equation devant ötre identique, il est permis de remplacer g par 7-7-^ 
dans les deux membres: alors en fesant A = j/(1 — <f), il viendra l'equation 

entre les fonctions completes complementaires. II suit de lä que Ton a l'equation 

FW _ 2.F(g) . 
F'(b) ~ F'(h) * 

et on sait qu'elle est le premier cas d'un theoreme beaucoup plos general. 
Puisque l'equation (t.) devient identique en fesant 

y — 1+^" 

il est clair que l'identite subsistera encore en rempla^ant x par x^ — 1 , et y 
par y-y—i: ce qui revient a dire que l'equation 

dy (1 -\-g)dx 

V[(i +?*)(* + c*y*)-] — V[(i+x*)\i+g*x 2 )\ 

est satisfaite, en fesant y = . "* g % . Cela pose, si Ton fait y = tangy, 
x = tangi/>, on aura l'equation differentielle 

Y(i — 6*sin*y) ^(1 — A*sin*^) ' 

de sorte qu'en integrant on a 

(r.) F(b,<p) = (l+*)F(c,y), tan g9 > = £±$^- 

Maintenant, si Ton fait <p=z 90f\ il faudra que Ton ait 0=1 — ^tang 2 y/, ce 
qui indique, que cette valeur parliculiere de 1^ repond a l'amplitude egale ä 
la moitie de la fonetion complete F'(h): partant on aura l'equation F f (b) = 
^(l-f^)-F'(A), qui s'aecorde avec celle trouvee precedemment par une con- 
sideration differente. 

§. XIII. 

L'artifice d'analyse que je viens d'employer pour passer d'une integrale 
particuliere ä I'integrale complete pourroit aussi ötre applique aux equations 
differentielles que Ton obtient par les formules de Mr. Jacobi. 

En citant ces formules, je ne puis m'empgcher de faire remarquer qu'il 
y a un moyen assez naturel de les trouver par une espece d'inducüon. Et 
malgre l'imperfection qui est inherente ä cette maniere de decouvrir la verite, 



/. Plana, reduclian de V integrale V=fy£. 37 

il faut avouer qu'elle jette de la lumiere sur les demonstrations rigoureuses, 
et en apparence determinees, que Ton peut ensuite en donner. Alors on con- 
$oit quMl n'y a aucune divination, et on croit avoir trouve le fil des idees 
dont la filiation a amene Pinventeur sur les resultats nouveaux qu'il nous pre- 
sente par une succession de raisonnements oü la trace de leur origine semble 
pour ainsi dire perdue. 

Pour developper, au moins en partie, les reflexions que j'ai faites sur 
cette memorable transformation ; considerons requalion differentielle 

, .-v rfy J_ dx_ 

UJ y[(l- r *)(l-eV 2 )] _ m'V[(i-x*)(i—g*x*)y 
et observons que, si y=f(x) est une integrale particuliere de cette equation, 

on pourra aossi prendre y = — ff — \ puisque le second membre, par le 

changement de x en — , demeure le raeme, au signe pres. Mais d'un autre 
y x 

cöle l'equation (j. ) revient ä dire que: 

\cys 1 \qx ' 



(/.) 



donc il faut en conclure que , teile est la nature de la fonction f(x) , que 
Fon doit avoir: ou f{x) = f\—)i ce qui en apprendroit rien de nou- 



veau: ou 



K— ) - — ■ 

' \gx ' cf(x)' 



1 



ou bien, que la fonction ~ ( . s'obtient, en donnant ä la constante arbitraire p, 
qui entre dans le second membre de l'equation (17".), une valeur convenable, 
apres avoir remplace f(x) par /"( — ). Certes, ce qu'il y a de plus simple, 
est de supposer Pexistence du second cas , c'est-ä-dire Texistence de l'equation 

e.) ±-/w/&). 

Alors, les integrales particulieres devront gtre cherchees parmi les fonctions 
de x qui satisfont ä cette equation aux differences finies. Or il est d'abord clair 

que Hx l et ;T A sont deux fonctions de x susceptibles de rendre iden- 

tique requalion (A.); d'oü on conclud que leur produit a la möme propriele. 
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Car en posant 



ou en tire 



et par consequent, 



f fJ_\ _ H*B* 1 ( l +~B~ \ 



g*x*, 

B 

>g~x'S g l + n Hx i \l + Bx» 

H*B* 



n*>rGz) - 



.gx' g l + n 

Ainsi il faudra que Ton ait 

En outre, il n'est pas moins clair qu'on doit prendre J5f == — ; puisque, par 
hypothese, la Substitution de f(x) pour y dans Pequation differentielle (/) 
donne une identite qui doit avoir lieu, tndme pour # = 0, ce qui exige que 
Ton ait ff = — . Suivant cette maniere de voir on aura 

191 

Maintenant, si Ton veut que cette fonction de x se reduise ä l'unite positive 
lorsque x = \, il faudra etablir Pequation 

i + Ä 
m = ' B • 

Et si, en outre, on demande que la valeur de m soit positive, et que celle 
de f(x) soit positive depuis x=0 jusqu'ä a?=i, il faudra exprimer cette 
condition en remplaQant B par B 2 et n par 2nj de sorte qu'on aura 

A*; — -•* ( ^.^A; - — ^i?2Ti m — 7IZT 

Et comme nous voulons aussi que Ton ait f(—x) — —f(x)i il faudra prendre, 
pour Pexposant t, un nombre impair. Dans cette gändralite, ce qu'il y a de 
plus simple est de faire t = 1 , n = l; alors on a : 

v _ f(x) _ £./l±J!£.N. ±__£_. m -i±SL. 
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Ce raisonnement etant evidemment applicable a un nombre quelconque de 
facteurs semblables , on peut dire que requation (A.) est satisfaite en prenant 
x 



fix) = 






■»« »»4 



1 _ B l B» B 
c m % g* g % g % 

■- <$&$&$$ ) 

Si Ton avait pris t = 3, n = 2, par exemple, on aurait forme d'autres 
fonctions de x qui satisferaient ä requation (A.) mais non ä requation differen- 
tielle C/7). Admettons donc (ce qui sera rigoureusement demontre par la suite) 
que l'expression precedente de f(x) n'a rien d'incompatible , et en considerant 
d'abord le cas le plus simple de deux facteurs seulement, voyons ce que noiB 
pouvons döcouvrir ä l'egard des quatre constantes c, g f m, B 2 , en analysant 
les consequences qui naissent de la comparaison entre l'integrale parliculiere 
algebrique et l'integrale parliculiere transcendante. 

En fesant y=siny, x = sintf/, on aura Fequation differentielle 

dtp 1 dxp 

V(i — c* sin'qp) mV(l — j^sin 1 ^)' 

dont l'integrale transcendante est (suivant la Dotation de JLegendre)\ 

et l'integrale algebrique 

1 . /i+ B* sin 9 \/f\ 
smcp = — sin?"' — ! - 



/i+ jrsuripv 



Ici, la marche des deux amplitudes q> et rp est teile que Ton a ces valeurs 
correspondantesv savoir 

<jp....O, \n, n, \n, etc., 

t^....O, \n, n, \n, etc. 
Et de la on ne peut tirer aucune consequence. Mais en revenant sur requa- 
tion differentielle primitive (j.) en x et y, on peut observer que l'identite 
obtenue par y= l f{pD) doit encore subsister par le changement simultane de x 
et y en xj— i et y\/—t. Or cela revient a dire que Fequation differentielle 
dy 1 dx 

/[(Hr'MH'VUl ~ m7[(i +**)(!+</* **)] 
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doit avoir pour integrale particuliere 



V ß % / 



m 



Donc en fesant ici, y = tangy, a? = tangy/, on aura Fequalion differentielle 

rfy J^ dw 

•(1 — 6 a sin a ijp) m* /(l— A'sin'W' 

oü 6 2 = 1 — c 3 / A 2 = l— <f. En rapprochant son integrale transcendante et 
son integrale algebrique, on a ces deux equations: 

tangy = --tangy/f -^ *^\. 

Les deux variables 9 et y commencent avec y = et y/=0. Mais en fe- 
sant <p=±n, et nommant y/ l'amplitude correspondante de t//, on aura l'equation 

1— |£tang*y/ = 0. 

De m6me si Ton nomine rf/ r la valeur de rp correspondante ä <p = 7i, on aura 
l'equation 

1 — B a tangV' = 0. 
Et comme ces deux dernieres equations donnent 

1 = ^.tangy/«tangy/': 
il faut en conclure que les deux amplitudes rp r et y" sont comple'mentaires 
par rapport ä la fonction F(h, %p). En fesant (p = f ?r, il est evident que Ton 
a y = \ji. De la on tire la consequence que l'integrale transcendante donne 
ces trois equations: 

desquelles on conclud que 

On pourra donc d&erminer l'amplitude rp' des que le module h sera connu, 
soit algebriquement, soit par cette equation transcendante. 
Or on a les deux equations 



m 






/. Plana, reduction de Vintegrale V=fZ£. 41 

qui donnent 



m 



1-f cotang*u / y sin 2 ^ 



l-f-colang 1 ^ ' sin'v"' 

1 c «a/ÄS siny • cosV 

00 < S ~ m %M3 \g*) — C 'sinV-cosV ; 
\ ÜC _(9y /i+By _ cosV 
]* c — \B % ) l i , £ ) ~ sinV' 

Et outre cela on a les equations 

0,0 F(A,y/) ■=**"(*); F(A,yO = $F'(A); l^^tang.^-tangy. 
Et comme pour la trisection des fonctions elliptiques completes de premiere 
espece on a les formules 

( ^ _ V _ 4(1 -V) _ 4g' . 

0"0 J — * 4 — * 4 — t 1 -*") 2 ' 

(siny/ = i-i^(l+0 + M2-r+2i/(l-r+r 2 )]; 

il est clair que les quantites g, m, y/ ß rp" peuvent gtre regardees comme deter- 
minees. De sorte que nous obtenons ä la fois ces deux systemes d'equations : 

Nous employons les mömes lettres <p et y pour representer les variables cor- 
respondantes dans Tun comme dans l'autre, parceque cela nous paraH plus con- 
forme au langage algebrique. Mais on con^oit bien que d'apres le raisonnement 
fait, on ne doit pas regarder l'equation entre tangg> et ttmgtp comme une d6- 
duction immediate de l'equation entre sin <p et siny. Au reste, la marche des 
amplitudes pour les equations 0'.) est 

y>....0, \n, n, %n, etc., 
y/....0, \p%, n, \n, etc., 
tandis que pour les equations (J/'O la marche des amplitudes est: 
(p....Q,$n, n, \n, 2n, \n, 3n, etc., 
y....O, rf/, rp", \n, n — y/ f , n — rf/, n, etc. 

II suit de lä que Ton a 
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et par consequent 

^ J F(6) ° F'(A) ' 

c'est-a-dire l'equation analogue ä celle trouvee dans le paragraphe precedent. 
Cela pose, par le simple renversement de l'analyse precedente, nous 
allons trouver deux autres systemes de deux öquations entre les mömes modules 
c, b, g, h qui coexistent avec ceux däsignes par (A'.) et (A".) , et donnent directe- 
ment les yaleurs de g et m en fonction du module donne c. 
Pour cela je considere Fequation differentielle 

f ftr^ dx _ m'dy 

u J yßi -**)(! -*•*■)] ~ yßi-^xi-^r 1 )] 

et je lui applique un raisonnement tout-ä-fait analogue ä celui qui a ete fait 
pour requation (/); avec cette difference qu'ici je regarde requation de la 
forme x = F(y) comme son integrale particuliere. Alors je trouve que 
la fonction cherchee de y doit se trouver parmi Celles qui rendent identique 
requation 

Maintenant, pour considerer le cas le plus simple, qui est celui des deux 
facteurs, je prends 

m'^jl-^j 
x = F(y) = ^^y , 

ce qui donne 

1 m'» 



sin'y 



9 «*^ 4 

Donc, si Ton fait ici, a:=siny/, y = siny, l'integrale transcendante sera 

^(y.v) = *»'F(c><p)> 

et l'integrale algebrique sera 

1 *- A* i 
sin V > = »» > -sinyj 1 _ ctJt8 . |ity ). 

Soit Ä = sin 9". En fesant <p = tp", on a tp = n, et par consequent 2F'(g) 
= m'F(c, tp"). En designant par if/' la valeur de y qiri repond ä (p = ±n, 
nous aurons 

»/' _ — »ft f cos*y fr 



Sin ^ sin*?)" 1— c*sin*9>'" 



m 
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En nommant g>' l'amplitade complementaire de <p", on a comme on sait, 
partant, 



. 2 f cos 1 «?" 



smf = . . .. »sin 2 «?. 

T sin 2 <p" ^ 

Soit v' la valeur de y qui repond a q*=<p'; nous aurons F(g,tf/)=m'F(c, <p'), et 

, m'sincp' (sin 1 g>"— sin 1 »') 

sin w — — • - — — "~ ■■ ■ r • 

r sin 1 9" (1 — c 2 sin* (f* sin 1 qf) 

D'apres cela nous avons 

2F\g)-F{g^) = tn'tF(c,q/')-F(c 9 <p')}, 
ou bien 

2 F'(j) - JF( * yO = »'F(e, tf), 

en nommant ff l'amplitude qui donne F(c,<p") — F(c,<p f ) — F(c,ff). D>ua 

autre cdte, les deux amplitudes <p" et <p' etant complementaires, on a 

• /ir sin 1 »"— sin 1 »' 

1 — c 1 sin 1 qp'-sin 1 y" 7 

partant: 

, m' sin »'• sinö' sint/s" sin»' 

Sim//' = r-f-a , -7-77 = t-tjt- 

T sin 2 9" ' smt// sinö' 

Donc en fesant ff = q>', on aura 2F'(g) — F(g,y/)—m'F(c,if/)i ou bien 
2F f (g)-F(g,tf) = F(g,tf/); d'oü Ton tire JT(j) = F(j, vO ' «"*» on a 

y/ = ±n et y/' = f y/. Et comme on a F(c,rf/') = — F\g), fl viendra 



m 



tw» 



SF f (g)= — F'(g); ce qui donne r/i' = 3ro, et 



m 



1 (3m) 1 c 8 sinV f ' j • 4 , 

I! sfoit de tt qu'en posant 

L ,J j F(mO «**"<?); .■ ^(*v' f ) ==**"(«); 

nous aurons: 

J • , o " «mV' 

I sinv = öm*s\nw-- 4 , . t ./ . t , 

\ r y 1 — c*8in t y"-gin 1 y ' 

oü la marche eorrespondante des amplitudes est teile que Pon a 
9 .... 0, y', y", ^r , 7r — y", n: — y', nr, etc. , 
y/..,.O r \n, n, tyt, 2n, %n, Qn, etc. 

6* 
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Maintenant, si on reprend l'eqnation O'".), on Terra, de möme qne dans le cas 
precedent, qne par le changement de x et y en x-tf — 1 et yjf — 1, on obtient, 
apres avoir fait x = langy, y=tangy: 

!F(A,if>) = 3mF(b,<p)', 
tangv = 3»- lx rjL?^ ; 
oü la marche des amplitudes est 

9>...*0, •Jjr, n:, fn:, etc.; 
^....0, ^i, 7i, £*r, etc. 
Si ce changement avait ete fait immediatement apres avoir etabli Fequation 
F(g,tp) =m'F(c,<p)i ou en aurait conclu, a Paide des öquations (*".), qu'on 
doit avoir necessairement m f = 3m. En fesant ^ = 1^, y = ^, les eqna- 
tions (A'".) donnent 

^ -J S5T ~ sin 1 ?)»' 
II suit de lä et des equaüons («.) qne Ton a 

^ J sinqp* r smv" 

On voit par lä qne le coefffcient tu et le raodule g peuvent ötre determines 
directement en connoissant le module c ä l'aide des eqnations 



n 



■\ 



, . 4 r , Sin 1 « 1 

* y * sm 1 <p' 

La marche des amplitudes ip etant la mdme pour les equations (A\) et pour 
les eqnations C*'"0 : ^ ^ans ces dernieres on ecrit <o au Heu de y, on en 
conclura que les amplitudes (p et co qui donnent ijP(^y) = J^(c,a>), peuvent 
6tre determinees par ces deux eqnations; savoir: 

3 . fl-fco^v/'.sin 1 ^) 
smcp = — sin Vir-; — .« . • « h 
^ m r 11+ cot 1 1^- sin 1 v» 

( . sin 1 » ) 
sin« 1 r-r-F7( 

T 1 — c'sur^'Sin*«* 

Par Telimination de sin^ on aurait une equation du neuvieme degre enlre 
sin (p et sin co. C'est par ces formules qne Mr.Jacobi a singuli&rement abaisse 
la difficulte du probleme de la trisection des fonctions elliptiques de premiere 
espece. (Voyes Tome 3. du Traite de Legendre p. 67 — 73.) C'est ainsi, 
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par exemple, qu'en fesant 

on aurait reqnation F(jj,\f>) = (\-\-<j > )F(if > ,d), laquelle, par sa combinaison 
avec les eqnations (A'.), donne 

mais r^qnation da sixieme degr6 entre sin y et sind peut 6tre remplacee par 
les deux äquations 

1 . (l-fcot*V"«in a Vl . (l+o°)sin0 

On con^oit maintenant sans difficulte, qu'en prenant trois facteurs au liea de 
deux, pour rendre identique I'equation (V); on trouverait de la mfime ma- 
ttiere, que les 6quations (e iv .) et (*'".) sont remplacees par celles-ci; savoir 
!. k . 4 , . 4 ff f . sin 1 »" sin 1 « 1 * 

*•(*, ¥>') = **"(«); F(«, y") = *F'(c); 
F(c,y'")=*F'(c); F(c,0> ,v ) = iF'(c); 

!F(g,y) = 5m.F(c,y), 
Siny = 5w ^ in y Vl-c^inysin' y Äl-c' 8 inVv y sia' y /- 
En generalisant ce resultat, on dira que, A etant an nombre impair qnelconque, 
si Ton faH 

I^r = c i sin*y''Sin*y'"-«"Sin*y (i-2) , 
1 sin'yC^-D s i n t yt i-3) gjn»^^) sinV 
OT— A' sinV ' sinV" SSV ■lnV JU * ) ' 
reqnation transcendante 

(»>.) F{g,y) = Am.F(c,y), 

sera satisfaite par I'equation algebrique 8inf = lm-ain<p'-p- t oü Ton a 

V ~~~ ( «ny U «nV v ) ( ainy*- 1 ' ) 

M — c* sin* <fp • sin* <ps \l— c* sin* <p lv - sin* <p/ "" \7 = ?siiPy<' [::i >sin 5 y/ ' 

les amplitudes y', y", 9'", .... y (i) etant Celles qui satisfont aox equations 

F(c, 9') = j- *"(*); ^to^-f *"<•>» .... F\c, ?><'-'> = *=!f'(*). 
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La marche des amplitudes est 

rßj j V • • • • 0, y', <p", <p"\ .... y (2) =i7i, etc., 
)y/....0, ^r, 7i, -|7r, .... \tn, etc. 

11 est clair que par un raisonnement analogue a celai expose pour A==3, 
on troayerait les trois autres systemes de formules. De sorte qu'on peut en 
former quatre pour chaque valeur du nombre impair X. Maintenant, pour faire 
voir de quelle maniere oü doit tirer les valeurs des cost//, j/(l— ^sia 2 ^) 4 e 
celle de sinip, faisons, pour plus de simpücite, y=sin<p, &=sinv> 

U= V 1 ~ SuT^'A 1 — sinVVV 1 ~ sin* V v V • • • • V 1 ~ s in* <p«-») 5 
F====(l-c 2 sinV^/Xl-^sinV^^Xl-^«nV , •/).•••(l— cW^^y 2 ); 
ce qui donne 

a? = im-y*?; 1_ * = — f^~- 

D'apres la marche progressive des amplitudes <p et tp indiquee par les deux 
suites designees plus haut par (/?.), nous savons qu'en fesant successive- 
ment y= siny', y = sin#/\ y = sin 9'", .... y = sin y a) = 1, on doit avoir 
a? = -}-l, #= — 1, # = -f 1> a?=— 1, .... d?= + l; la derniere valeur 
de/ # etant — 1 ou -f- 1, . suivant qu'on aura X = 4 t — 1 ou i = 4 t-J- 1. Donc 
le polynome V—XmyU, du degre Ä, devant devenir nul pour toutes les va- 
leurs de y qni donnent x-=\, aura pour facteur le produit 

— -= 2 ^)fi + -^ L rif)( 1 — ^-v)....(l+ . y (i J (l+y), 
V sin 9' / \ » sin <f' • V V sin qp v / V T sin q>0>-*)/ v — ' ' * 

dont le degre est \(X-\-\). 

Mais nous aurons, en dißerentiant l'expression de \ — x: 

et d'apres l'equation differentielle (/".): 

rfx *m V[(l — x*) (1 — y»x»)] . 

donc pour tonte valeur de y qui donne x=-\-l t on doit avoir ä la fbis 
^£ = 0, V— XmyU=0, et 

d-(V-Xmyü) _ .. 
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U suit de la et de ee que k est le degre du polynome V—XmyU qu'on 
doit avoir > 

O) i—X = ^ y^ -f •• 

' Et comme l'equation a? = Xm«y-pr est teile, que le changement de signe de y 
entraine le changement de signe de x, nons aurons anssi 

Donc en fesant le produit (i — a?)(l -f-#) = (i — x 2 ) et extrayant ensuüe la 
racine carree, il viendra 

c'est~a-dire 

I sin'y v , . * sin*y i La sin'y * 

sin*cp' ( ) sin*cp"' ( ) sin*cp^~ 2) ( 

1— c f smy"-sin f y) (i— c^in'y 1 ' 8in VJ (1 — c'sin'yC'-^sin*«?) 

Par la division de sinv par cosy on obtient 

5 y t sm* qfn i sin f y ' M < sm ' yU- 1 ) > 

BgV — / sin> \/ sin*y \ /, sin'o) \ 

v sin V/v sinV''/ v sin'y?* 11 ^/ 

Mais cette expression de tangy/ peut ölre ecrite ainsi: 

tangV , tang'yw tang'y ^ / tang'y' ) ' 

\ tang'y"^ tangy/ # ""V tang 2 y('- 2) > 
en observant que Ton a 

i sin*«) . , . , sin*y . tang'y 

1 . . „ COS*y + Sin'y — .. u\ irr- : ■ t „ 

sin'y" y ~ r sin* y" tang'y" 

. sin'y ~ ! ~ sin*«? . tang'y 

1 r-i-S cos'y+sm'y r-=-£; 1 — r — VS- 

sm'y' r ' y sin* 9/ tang'y' 

Pour former l'expression de >/(l— jfrixfip), il faut obserfer que PequaKon O) 

I 1 

par le changement simultane de x, y en — , — , donne 

9 x c y 
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/ <?y ±1 \ (er sing/— l) , (cy8iny w +l) , ....(cysinytf-»)+l)' 
gs— i \ ey J c'r'siny •<■*?* sin V" .... cV'sin'y^- 2 ) 

gx ~ !i£y(^- 1 ).gi^(-^-i).,./ to >^-v.^ r i^' 

y % \sin*9 f ' / 7* \sin 2 g) tv / y % Vgin 1 ^*" 1 ^ / 

Mais nous avons 

gx— 1 _ (1— .<yjr)F\ 
jfjr gXm*yU ' 

et les deux equations (y.) donnent 

glrn — c* [sin y'- sin 9" . . . . siny^^sin^" 1 *] 2 : 
donc requation precedente est equivalente ä celle-ci; 

q,"'.) (i_ gx)V=(\±cy)(\ — cysin(p , )\l^cy$in(p f y....(l+cysin^^\ 
en se rappelant qu'on doit prendre le signe superieur ou inferieur dans le factear 
(i+cy), suivant que X est de la forme 4t— i ou 4i-f-l. 

L'equalion (jiJ) donnera de la m&pe maniere 
,v ) (\-\-gx) F = (l + cyXl+cysin<p')\l— cy$in(p n y....(t ±cy sin^^) 2 . 
En fesant le produit de ces deux dernieres equations, et extrayant ensuite la 
racine carree, on en tirera 

j/(l-/sui 2 v>) 
/(l— -c»sin»y){l — c > sin > y , »sin > y} {1 — ^sin'^sin 1 ^}....}!— c < sin > y^- 2 >sin > y} 

= ^(1— eV)(l — c l sin l q>'-y :i )(l-c i 8in 3 <p'"Y)....(i— fsm'if^-fy, 
d'ou Ton tirera la valeur de }/(i — ^sin 1 ^). 

En multipliant les equations Ou".) et 0* v .), on obtient 

C^ T, ^V[(i-^)(1-/^)] 

= y[(i-^)a-^)]+0- 

X (i — cW^-^Xt— ^sinV"-/) • • . . (1— ^sm'^^f). 
Parvenü a ce point, il est facile de faire disparaltre toutes les objeetions, et 
de demontrer rigoureusement que requation x = Xm-y-y est effectivement 
une integrale particuliere de l'equalion 

fi»'^ *£ ^ Xmdy 

En effet, cette expression de x en y donne 

F 2 i£ = y d -( Xm y uy ) XmrU dV 
dy dy J dy ' 
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et d'apres les equaübns -fy«, fi\ /*.'", ^'^ on a •.. • . 

V- XmyU=(l±y)F i (y); F+ Xmyü = (1+ y )#*(-*); 
■ V-j.XinyU «5 (1 ±cy)nr<y<) % V:+f.kmyU,t= (1 *cy)/Z?(-;r); 

en posant pour plus de simplicHe ' ■ 

> » 

77(y) = (1— cysiny')(l-f- cjsin^'^l— rysiny v ) (1 + cy sin<p ( '- 2) ). 

Mais (Tun autre cöte on peut ecrire l'expression precedente de V 2 jz<ß9V$ 
ces qiiatre formen savöir: . / 

V^^iV^Xmyü)^^-XmyUM^lEL 

= (V+imyU) ^£i-i m yu <ir+**yu) 

= (V-^XmyU) d(X ^ -XmyU ^-^yV) 

= (V+S-lmyU) d ( X ™r U ) -X m yU d l V ^>»yV) . 

Donc la fonction F 2 ^ doit etre divisible par F(x\ F(— x), II(x), /7(— x) 
et paf le prodoit de ces qoatre polynomes entiers et rationnels dont chacnn 
est du degre ±(A — 1}. Mais le polynome V ^ y —XmyU-^— esHui- 
möme du degre 2A — 2. Donc on doit avoir l'equation .,. 

F ^y^ -xiy^— = ri.m.FixyF{-xyn{xym~x), 

f designant un factteur Consta nt. Ainsi nons avons , 

<ty . _W «n 1 ^ '\ sin*<jp'"/ V sin f <p^- 2 )/ 

X T (i_ c 2 siny.y*) (1 - c 7 sin 2 <p"'-f)....(l-c i (p«-v.f). 
De lä et de requation O VI .) nous tirons la consequence, quo . 

dx __ Xm'fdy . 

Or il est facile d^ depumlrer qq^t /"=^ 1. Car, le coöfficient de la |lus haute 
puissance de y etaiit [Xc 1 " 1 — (31 — lj^jim dans le polynome F ( ™ y * 
— XmU-j—) et Xmf'C 1 ' 1 dans l'expression precedente de FV, on doitavgiß 

Crelle's Joarnal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 1. 7 
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et par consequent f= 1. 

Maintenant, par le simple changement de sin^ et siny en tangv«^— 1 
et tangyY — 1, on aura requation transcendanle 

(V.) jF(ä,V) = lmF{b,<p), 
et requation algebrique correspondante 

tangi/> = Xm-tengipjj, 

oü Ton a 

tang'y tang'y 

17' ( 1 ^ siny )( r sinV v ] 

"F "T 5 \l+c f sinV lang>/ Vi + c'siny^tang'y/ ' ' ''> 

et pour la marche des amplitudes 

g>....0, -^tt, TT, |7r, etc., 

^/....O, £71, 7i 9 |tt, etc., 
de Sorte qu'on a F f (h) = XmF'(b): et comme l'integrale precedente F(g,y) 
= XmF(c 9 <p) donne F 9 (g) = mF\c), on tire de lä la consequence, que 

Ces equaüons repondent, dans le cas geoeral, ä Celles que nous avons design£ 
par (X" f . ) et (i fV .) dans le cas particulier de A = 3. On demontrera absolament 
de la mdme maniere Celles qui correspondent ä (*'.) et (*".): c'est-a-dire 
qu'on a: 

!F^<p)^±.F(ff^); 
1 . i (l + cotV^^-^VH^cotV^^sm» 
siny = -sinv ^ c0 ^ 
f l+coty-sinV > 

tangy ^ ^-tangyjl-^^y 1 [j-^V^ ^"g>j. , , , 
5 v m i««6 y (l— cotV- tangV ) (1 — cot'y" • tang 2 y I 

, x M — cot 1 v*'- 2 >. tang f y J ' 

Les valeurs de g et m doivent 6lre determinees par les eqnations (y.) ou par 
les SqtiHtions 
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m ~~ sin V ' sin t v» ,v " " sin V" 1 ) ' ,. 

•^ I== c * sin 4 ^' sin 4 ^ IV ' * " sin 4 ^*-') ' 
et les ampKtades y/, y/*, V"** •••• y&~ t) doivent elre determinees par les 
eqnations 

F(^') = }^)i ^i^^x^ F(k 9 y,"') = T F 'Wi ••■•' 

.... F(A, yA 2 - 1 *) = i=iF'(Ä). 

Rien ne limite la grandeur du nombre impair A dans ces formules: donc en 
supposanl i = oo, la valeur da moduley sera infiniment p etile, corarae on le 
voit par la premiere des deux eqnations (/.), et la valeur de A = |/(l— g 1 .) 
sera infiniment proche de Turnte. II suit de la qne dans le cas de X = sc, on 
peut faire F\(f) = \n, et 

etc. 
Mais l'equation (V".) se reduit ici a 

F'(c) _ Aj£t # 
F'(b) ~ F'(A) ; 
partant Ton a 

l0 &U_sinyrföJ f'(c) l0g * 

pour toutes les valeurs de i, depuis i=l jusqu'ä t=oo, Donc en fesant 

^ = r^ , 

on anra l'equation 

1 + siny/W __ -, 
i— sinvAO — * ' 
de laquelle on tire 

l-fcotV i ~' 1) -« n, V — M— 7' Ai — 2q i - l cos'iyt+(j li - 7 s 



*) Lisez la Note place* a la fin de ce Memoire. 
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pour l'expression generale des faeteors qui doiveiit cpmposer l'expression de 
siny relatifs aux equations (V".).' ; > 

Teile est Torigine de la Iranscendanle — dont\ je donne, a la fin de 
ce Memoire, le logarithme tabulaire pour tous les angles du moduie c=sinft; 
depuis = Qf ) jusqu'ä = 45°, de dixieme en dixieme de degre; et de degre 
en degre, depuis 0=45° jusqu'ä = 90°. 

Je renvoie au troisieme Volume du Tratte de Legendre (page 94 et 
suivantes) , el a l'ouvrage de Mr. Jacobi pour iout ce qui tient aux formules 
de ce genre. J'ai voulu seulement faire voir de quelle maniere on pourrait 
6fablrr les formules fondamentäles par une succession. naturelle d'idees, el 
faciliter par la la d&nonstration des formules que je väis exposer dans le 
paragrapbe suivant. 

§. XIV. 

Pour evaluer les transcendantes elliptiques de troisieme espece, non 
completes, on peut eraployer avec avantage les Tables de Legendre et les 
formules suivantes dues ä Mr. Jacobi. 

CoDsiderons d'abord Celles qui sont ä parametre logarithmiqae. Soit 

J{c, 6) = ^(l-cWö), ^{<p) = |/(1— c 2 sin»; q = e **«■> , 
oü Ton a 

«•">■> -rz-.. ^«-/ , ^r- ' 







Designons par 0(w) unefonction de w, teile que, etant devoloppee en serie, on ait 

• - ' l 6(w) ■= i-f2i^- 'l)Y"cos2n« = 0(_ „). ■ 

En remplapant u, successivement, par <p'—?ff , <p'-\-ff , et prenant le loga- 
rithme hyperbolique des deux fonctions 0((p' — ff), 0(<p'-\-ff), on a Teq«ation 

f841 f- dfp 

_ P(e m \ U tang<? Ine- i£Öt~ ^i «"»gg-ffr.?) i»W m " „f ''»^' ^1 
oü . . ..i ■ ■ ' v ,. , 

E(c,0)=f e d<pJ{<py, . JE\c)=f*'d<pJ(<p). , . 
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Le terrae logarithmique devient nul, lorsque <p = \n, parceqne alors, <p' =z±n, 
et que, par la nature de la fonötion Q, ou a G(\p— ß) = 0(\n-\-(t)' ^e 
terme peut 6tre presentö $oüs tine äutre forme. En effet, en posant 

on a '•;' * : ■'-'■>■ • .-■■■ •■■"." 

0(ti) = C(l — 2ycos2ti+^)(l— 2^cos2ti+^)(l~2 tftosZu+g 1 ») etc. 
(Voyez p. 108 et 131 du Tome 3*" de Legendr e.') En prenant Iß logarithme 
des deux inembres, et differentiant ensuite, on aura 

log0(t#) = 'hgC+4J/lqtfa2k+'tf'^ 

+ 4^(^sin2ti+^sin4ii4-9 9 sin6ii-fetc.)rfti 

-fetc; 
d'oü Ton tire 

logö(ti) =f logC— 2(^cos2u4-iy 2 cos4ti-j-i7 3 cos6ti-f etc.) 

— 2(^cos2ti4-i^ 6 cos4ii4-i^ cos6tl 4 etc 
— r etc. , 
ou bien , 

Iog0(«) = logC-2 J_;Lcos2nti. 

Ilsuit de la que * .' 

La formule (84.) deraontre qne toijte transcendante , elliptique a parametre 
logarithmiqve, peut. dtre exprimee par deux, parties de ja forme 

ou M designe un coefficient constant. La seconde partie ne peut pas 6tre 
exprimee, en generat, sous fotmfe finie, jpar les transcendantes hiförieures. 
Cependant, par la consideration de la transcendante süpfirieüre representee par 
la double integrale 

Mr. Jacobi a trouvö qifeia dSterminant les d^ux ampHtudes ifr' et y/" par les 
equations . , , : -\ 

. . sing>cosö//(0)— sin cos opj(cp) . ., sinyco sQ^/(g)+sinQcosy//(y) 
sinv/= y i-c'sin'flsin'y ' 8UI ^ = l-c'sii'flsirf* ' 
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on a 



t 86 ^ J (i—c*?in*0 8in*<p)4(<p) 

La liaison intime qui existe entre les deux fonctions 0(<p') et Y(<p) est mise en 
evidence par cette äquatfon: 

Effectivement, d'apres cette formale, ea observaat qne Ton a 

on obtient 

et par consequent ( 

de sorte qu*on retrouve Peqrration (86.) par la combinafeon des denx equa- 
tions (86. et 87.). On peut live la demonstration de ces formales dans le 
3 ,ne Volume du Traite de Legendre (Voyea p. 139 et 154). 

Pour evaluer les transcendantes elliptiques de troisieme espece dont le 
parametre sera circulaire, c'est-a-dire de la forme 1 — J 2 sin'd = </*(*, 0), 
on fera 

. F(b,6) . n , T -S&? 



T **, : »n£(--%yr''*\r . .•?. -,r " jsin2na>V 
,r=si + X(-l)"r-U » +r";cos2nco'; 



et Ton «nra < '"' 
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_ f* 4 , h'-J(b;0)' °. J(b;0) „ J wv)pfö&) E(b 6) ) . 



oü 



Gelte formale, lorsque y,F*=i?i, donne le resaltat comw depais longtems. Car, 
alors on a y' = |jr, et par consequent 

T = J£(— i) n - 1 r«»- t >{Bm(2n — 2)a»'-f sin2na>'}, 
i 

l/- = 1(— i)"- 1 ^— 1 >{cos(2n — 2)a>' — co82na>'}, 

1 

ou bien 

T = 2Jk(— l)"- 1 r^- 1) cös^-siii(2»— V)0, 

i 

ü" = 2 2(— 1)"- 1 r^- 1 )sinö'.siii(2ii— \)ff; 

1 

partant jj = ^j- = tang {\n — (t), d'oü Ton tire 

D'apres le theoreme des fonctions complementaires (Voyez p. 61 du Traite des 
fonctions elliptiques), on peut äcrire 

et alors l'equation (88.) colncide avec la formale (m'.) qne Ton voit ä la 
page 138 du premier voluroe qne je viens de citer. 

Ponr faciliter ie calcnl ntttn&ique des formules (84. et 88.), on a id 
la Table qui domle le 

log.tab.(|) = ^^log.tab.(^), 
ou l'argument $ est tel que Ton a c = sin0, b = cosB. Et comme nous avons 

U 69t clair qttlf strffc de prendrfc 90tt—-# foür argoment, poor «tör, per la 



56 '• P4*na ß rMuctkm de integrale FsAj. 

m&ne table, la valeur da logarithme tabölaire de -+-i I/arc 12', et le second 
membre de 1'eqqation (85.) , peuvent donc dtre facilemeqt calcutes a Fa.de de 
la table ^pliacee au fond de ce Memoire. \ 

Je dois faire observer que la premiere transformation exposee au §. IV 
peut ötre appliqaee ä Tintegrale : 

v — f *y 

meine dans le cas oü les*coefliciensiVf et P seraient imagfnaires, et de la Forme 
üf = Ä(cosö-f sinÖV— 1), : *"P = k(cöW— sinö-V— 1). ' 

En effet, en fesant y=y(PM)lsmg£if> = fä[angly>, on obtient d'abord 

V = * f ■ ''■■•■' **"' 

2VhJ (1 -tY)V(i— sin'Jfl.sin»' 

Mais en posant pour plus' de simplicite 

nous avons 

1— /Atang'iV *+/* 2^M— p'sm'v/' 

partant il viendra 

j |r> " ■'•:■ < - / ' <** ■■:•' ■ - ■•';,••• . ,• 

~ 2 (1+/"ä) ^yy(l — sjn*iÖ- sia'v).- •.;:., 

* f dtp " 

IgihJ (1 — ^sin^Ml— 8in*46»sin*^) 

''"*". VA y (i— ysin>)»/(l - sih^eUin'V)"* 

P,ar la formule (50.) on pourra faire 4öpendre la transcendanie ejliptique de 
troisieme espece dont le parametre est y', d'une autre de.möme espece. dont 
le parametre sera • , . 

Donc en snpposant f poritif, ce parametre sera df la forme sin 2 ^0« sin 1 X, puisque 
rien n'empeche de sapposef h pOsiÜf. '. Ainsi F' y 'd^pendra alors d'une trans- 
cendante elliplique, de Jkrowiimeiejfece ä fKuwmfof U>gmikmi*e. \-> '> . 
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Maä* 8i le cocffipiert/" est negaiif, .-J| faudra emplqy er la formüle (79.), 
et Ton amn dans l-expresskm.dQJl^ une transcMdante eUiptfque de troiaieme 
espece a parametre circulaire, puisque ce parametre sera Sgal & 

apres avoit faft tang** =?; ,-y (1 X 1 . Qn voit par la que le^oaractere 
disttnetif «ntre les de»x fnttgraiee 

est d'6tre: la premiefe . toijjows dependftnte d'une transcendante elliptique de 
troiaieme espece a pjaraipetre togarithtmque; et la seconde d'dtre toujours 
dependante d'une transcen'daate elDptique de troisieine espece a parametre 
dreulmre. 

Si, apres avoir fait y = ytotang^, on voulait reduire ä moitie Tam- 
plitade extrdme de la variable y, il faudrait introduire une nouvelle variable <p, 
fiee avec la premiere par Pequation 

tangiv = tangy«y(l— c*sin 2 y): 
car on sait que cette equation donne 

dtp 2 dtp 

Tel est le motif pour lequel Legendre a employe cette transformation a la 
page 56 du Tome l"de son Traite des fonctions elliptiqucfs, oü il s'agissait 
seulement de transformer l'integrale beaucoup plus simple 

f («+GV)rf r 

Mais dans le cas de l'intöjgrale pr&ädente, j'ai eyite expres une teile maniere 
de obanger la variable, parceque cela complique la transformation de l'intögrale 

dtp 



h 



(1— wsin*^y(l — c*sia*y) * 
Cependant il etait necessaire d'expliquer a quoi tient la raison de cette pre- 
förence, afin de faire voir que ces artifices d'analyse ont une philosophie sui 
generis, quoiqu'elle soit rarement declaree par les auteurs. II est vrai que, 
parfois, un instinct superieur a tout raisonnement fait trouver spontanement 
des v6rit£s qui peuvent paraitre le resultat des plus profondes combinaisons. 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 1. 8 
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Jene puis nfempdcher de feite xfctte rtflexten, *n ebsenraiit que, vors 
Panne*» 17ÄO Euler operait la transformation de IHntögride . 

par une Substitution ^ qui apres an leger ' cbdQgement colncide avec celle de 
Legendre dont je viens de parier, Ew effet JEtifer dit ,4 la pege 146 da 
Tome Vffl. des Novt Cwünentarii de l'Äcaäemfe da St: Prtersbourg <pm, 
poor transformer cette integrale däns une auftre, oü le trinomti, sous le raitföal, 
soit le produit de deux facteurs bi&omes reels, il faut etabür eqtre les deux 
variables y et % l'6quation 

4tffz*— 4y*« , .*^-4iW+2 fe-Meof* t= 0. 
Or cette 6quafion donne 

1 V "aF"/ 



/-£ 



d'oü l*on tire, en fesant s * n y = 27i9 

y = yft-tangy./(* — sin 2 ^Ö-sin*y); 
c'est-ä-dire- Tequ&üon employee par Legendre. 

§. XVI. 

Sor la surface du cOne oblique i base elliptique. 

Soient f, g, h les coordonnees du sommet du cöne, et 

a?* = asin0, y* = bcosO 

Celles d'un point quelconque de la peripherie de l'ellipse. En nommant Z la 
surfaoe d'un secteur quelconque du cöne, compte depuis le petit axe de l'ellipse, 
on a 

(890 Z = ljd0yi#(rf— k>Bin 2 e) + (agcos0+bf8m0-ab) 2 ], 

oü t? = <?—b\ Maintenant, si Ton fait a? = tang|0, on aura 

(01.) JT = A'a?+B'J + D , &+E'*+A n ' t 
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En fesant passer 1« radical yMT an üenominateur, on anra 

(93.) i^^^^ + JP,/^;^^/^.«^ 

..... -"towfagri+Mftf-Fgh? 

t * ...» 

Mainteaant, pour simplifier cette expressioii, 011 y fem 

_1 1 ., ..,!..- 

l+x* ~ %i— i{x— V— i) '*" 3/— l(x+/— 1) » 

* 1 - ■' ., • I. 

< _ j - I 1 1 ' 

(1 +.**)* T" 4/-i(jr— /t-1) 4/— 1 (*+•—!) 4(x+f— 1)* 4(*— •— 1)" 

(!+*')» — 4(jr+^l)« 4 (JF _/_1)»» 

ce qni donnert, apres avoir execnte les reductions connues, 

Ce resnltat offre nne circonstance favorable, savoir, de rendre iden- 
tiqne l'equation G' — }XG" = dont on a parle an $. VÜ. Car ici, nons 
avons 

* = *; «'-'-üS' «" = -*v^ 

Donc en appliquant ici la formule (£.), posee dans le §. V, on verra que le 
resnltat de la transFormation inherente a l'eqnation 

_ «+ßy 

est celni-ci. Soit 

8» 
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r (a-ß)ab(ag+bfit-t) . T , _ {*-ß)gb(a$-bfV-i) t 

Lb * — 2(1 +**)>/* '- ; *•**■ . r 4(i|^vi' - l . ■• • • 

fr — (1+««)(1+/J«),M' » * (1 +««)(! +P)jJt ' ♦ 

on aura 

oü F==(ilf-f JVyf)(P-f(?y*)- On determinera ces coefficiens par Ies for- 
mules (14. et 26.)', a Paide des trois' racines reelles de la-redaite de l'eqaa- 
tion X=0\ c'est-a-dire 

(96 .) *- r *+^-- r )m+ w (- r -- fk )--p = Q. 

Pour demontrer qne les trois racines de cette äquation doiyent &tre gelles, il 
suffit d'observer que, d'apres l'expression primitive de Z il n'y a aucune valeur 
reelle de 4? qui puisse donner -3T=0; et qne par consequent c'est ici im cas 
oü les quatre racines de cette equation sont imaginaires ; ce qui. rend neces~ 
sairement reelles Celles de la reduite. 

Comme les . parametres fi et fi' sont imaginaires, il faudra appliqoer ä 
cette question les formnies dn §. IX, pour ayolr une expressioh <h Z, oü le 
signe de l'imaginaire ne soit plus enveloppe sous le signe integral. 

Cette analyse demontre que la reduction de l'intögrale (89.) aux trans- 
cendantes elliptiques a lieu en etablissant l'equation 

(97.) tangi© = LlM^ , 

et en fesant ensuite y>=\7i — <p. 
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S'il n'etait qnestion qne d'avoir le resultat de cette Suhölitutioq, et non 
utte reductkm effectiye aqx transcendantes elliptiqnes, on pourrait y parvenir 
facilement paar la fohntile (90.). En effet, cette formale peat-dtre ecrfte ainsi: 

(98.) z = ^yi^.yx, 

en y regardant X oomme forme per I'equatkra 

X = **.+ **> -f 4*^0*+ 0; 
oa Von a: 

. 'ä' ^ B' „ E' n A" 

Donc en appliquaut ioi les formnies da $. III, nons änrons 

A fPM 
Cefa posö». *i Ton fait, comme an §• IV, y = yg^-tangiV f ^ ^ viendra 

en fesant ponr plns de aimpHcite: 

Actnellement, si Ton feit V = $«•— y, c' = * ""*, , et 

<*=:f.j/coga>; £" = £-i/sincü, 
on atura 

Donc en vertu des eqnations (2$., A3, et 14.) on peot ecrire 

(ioi.) z c= /^ 1 - T --_ ra _, 

en posant 

Les constantes de eette integrale sont des fonötionfe de toois Jmlnes reelles de 



requation (90.) , lesqaelles doivent 6tre disposees dans l'ordfe decroissant *", 
tf 9 «"'; airisi que cela a 6te dit au $>.IV. ' . > 

Halgr6 la shrtplicite apparente ile cirtte expression 4a % T il faudrait 
preferer celle qu'on voit dans le seconc^ membre de Tequation (95.) si Ton 
vouloit conduire la transformatfön , jngqu'a son dernier terme, qpi est celui 
d'avoir explicitement la valeur de 2r par des quantitfa algebriqtiee et des 
transcendantes elliptiques ä parametres jröels. 

L'element differentiel d% da secteur CQnique pröduit par son develop- 

pement snr le plan langen t an angle differentiel d£l, tel qpe Ton a d£l — — —, 
en desigüant p&r p la genörafrice du cöne, c'est-a-dire qüe 
(102.) " p a = Ä a +(f— ii sin 0)* -f-( Ä — ftcos©)*; 

de sorte que nous avons 42 ==» 2/-r- P^ r l'angle i2 cohrespondant a la sur- 

face du secteur JZT. II est .dönc necessaire de phercber ,1'expression de (f en 
fonction de la variable y, pour avoir S2 en fonction de cette nodale Variable. 

Poür cela fobaerve qn'e» feSant 9 = f?5jv> P£quation (97.) donne ' 

m—cosB) _ aV(t + coB\li)+ßqV(i±tOBV) *__'• J& 
(1 + cos©) ~ /(Hcos^)+?^(l — cosv) TS 7 ' 

d'oü Ton tire: 



i\ 



i— CO8 _ («*+lV) + (« t — ^^CQgy-j-gajgyMBy __ « # 

1+cosÖ "^ ~ (1 +7 , )+(l — V)OQ«*'+*f *.* ~* ^' 
S*— S . fl 2V9/S 



Donc en posant 

(103.) {«' = (1- a 1 )- f*(l-^ 
U"=2?(l-a/?); 



f===(i-f««)4-^(l+/9'), 

|'=(H« 2 )-V 2 (i+/9 1 ), 



CT = ^-ff co8V+S"8inv, 

on aura •'.' \ ■ ' ■ ■. < .• 

f ü 

cosö = -g-, sin© = -g-, 

et requation identique I n +ü 2 a±=lP, 

Cela poge, il est clair qne Ton a 
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I) suit de la, et de Tequation (99.) j quo apns avons 

(106.) i2 = 2(0-*) iA -y w J h * K ^ {fIt _ aU) > +{gR ^ bT y ' 

La reduction de cette integrale adx transcendantes etliptiques pent Ätre effectuee 
par les formules generale* que j'ai donnees dans ce Memoire: mais il serait 
trop long d'exposer ici les details de cette transformation. 

En modifiant convenablement les formalem ptecedentes, on obtient une 
nouvelfc Solution da probleme relatif a Pattraclion d f un anpeau elliptique, sur 
lequel Mr. Gaufs a composö en 1818 un excellent Memoire, publi» y tfans le 
Tome IV des Cofnmentaires de la Societe Royale de Goettingue. Voici en peu 
de mots mon analysfe. 

§. XVII. 

Determination de l'attractiön exercöe par ua aoneaa eUipäqve dont les Aämtns differentiels 

de la roasse sont proportionnels aux ä^mens differentiels de Faire des secteurs decrits 

par les rayons vecteurs ayant leur sommet ä un des foyers de Tellipse. 

Soient f, g, h les coordonnees du point attire, et q sa distanöe a un 
point quekonque de la Peripherie de Pellipse qui sert d'axe & Panneau. On 
aura la valeur de (f par Päquation (97.)- Les trois composantes A t , Bi, C x 
de l'attractiön de Panneau seront 

A^f^f-anne), B^f ^(f-b cos 0), €?,=/£*,, 

oü Pelement dm de la masse doit fttre, par hypothese, tel que Pon ait 

dm = iP'4y(l— e*)(l~- e»in6)d0, 
en representant par /i le pouvoir altractif de Punite de masse, et par e le rapport 
de Pexcentricite au grand axe de Pellipse. 

Cela pose, si Pon fait tang|0 = o^ et 

X = *♦+ A *»+ Ax 1 + Bx+D, 
on aora 

Al r — J — — *t — — ' 
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Bi = ^aV(l-V)/V*Kg-t)+(.v4-^)^|l(l+ ; r')^2 g jf}t , 

Cela pose, si Ton fait g = Jv p *% on poorra detenainer a et /9 par los 

formales (26.), a I'aide. des trois rariaes rSelUs de l'e<piaUöu 

tf — Air 1 -f (X4 — 4 D) u+D(4A — [X*) — A 2 s 0. 
D'apres les formales' et les denomiuations da §. III. noas pouvons ecrire 
a H /taV(l~Q /y<y. „ _ pa*ni—*lfVmy m > t*aWQ-e*) ff» dy . 

en fesaut: T'= FT"; T" = FF W ; r«PF; 

I" = m+r) 2 4-A«+/3r) a -2«(i + y)(a+/3 r .); 

"V.^ (i+ r )^ (a -f/9 r )*: 

Maintenant, si Ton fait, comme precedemment, 

oa aurt . -■...' 

1 TWfc^J .{(»'—«'")+(«"— «?«&»>}*' 
fl __ fiaWd—e*)/* n»dip 

C = * t «'M^-« , ) / , /z w rfy> . 

1 ^V(«— ÄV {("'— M"0+(«"-«')«n>l l ' 

oü Ton a falt poar plus de simplicite: . ., 

/T = (fl'+H"siuv/+H'"cos^)(Ä'-f Ä"sinv+Ä w oosv); 
iT" = (fli+£r;.'sinV'+ , i5r i ''cosV')(Ä:'-i-Ä''sinV'+K'''cosV'); 
77'" = (iy 2 '+fli'sinV+i3; w eosV')(ÄHÄ M smV'+Ä w cosV'); 

ff" = Vf(i+-«Ä-»«f («+/»); 
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H w «=2f(l+«0; 

K' = l+v I +« 2 +/3Y-2a«-2/9 9 J .«; 
K" = 2?(l + a/?)-2?*(«+/9); 

k»'= i_^-{-a*_ / 9y_2«(a— ßf). 

■ En fesant ^ = \ n ~ 9>* «* = " JTjrn ^ n 'y a P* us auculie difficnlte pour 
achever la reduction aux transcendantes elliptiqnes, en se rappelant qae Ton a 

/t/qpsin'cp sinopcoscp 1 /7/g> , 1 /!» > 

Pour avoir rattraction de l'anneau entier, il faudra que les integrales soient 
prises depuis y = \n jusqu'ä <p = — \n, qui sont les limites correspon- 
dantes ä y — et y> = 2n. Et celles-ci, rapportees ä la variable primitive 0, 
repondent a = 0, 0=2 re. II est vrai qae d'apres requation 

on a, a-\-ßqtangty = pour = et = 2rc: ce qui revient ä dire, 
qu'en nommant y/ et v" ^s deux valeurs correspondantes de % on a tang^t// 

= — j- = tang|^/"; et par consequent y>" = ^/-|~2rc. Les veritables limites 

de y sont donc (p = ±n-\-t(/\ <p — — fTr-j-y/: mais on sait que le resultat 
de Integration demeure le mdme en rempla^ant ces limites par <p = \'n 
et (p = — |ti. An reste il est important de remarquer, que requation pre- 
cädente entre et tp peut dtre mise sous la forme 

108. (l-f-/3tang^)tang[i0— A] = (ß— tang^)tangai.tang(^ — o>); 
en determinant les angles constants A et m par les equations 

tang^^l— (1 _ at)+ ^ (1 _ /9i) , tang^cü— (1 + al) ^^ (1+/?t) - 



•) On voit par \k que l'attraction de cet anneau elliptique est independante des 
transcendantes elliptiques de troisibne espäce: et, & ce titre, on doit regarder ce pro- 
Werne comme beaucoup plus simple que celui de la surface du cöne oblique ä base 
eUiptique. 

CreUt'i Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 1. 9 
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Cetle transformation de l'equation (107.) a ete reconnue par Legendre 
en 1811. Mais la demonstration qu'il en donne aux pages 177 et 178 du premier 
volume de ses „Exercices de Calcul integral" peut 4tre amelioree, si je ne me 
trompe, en la presentant de la maniere soivante. Soit, pour an moment, 
Ä = — , tang±0==ff, tmg±yj = v; l'equation (107.) devient 
q ak+ßv 

Avec une legete attention on reconnalt que cette valeur de u serait aussi 

donn6e par la Solution d'une equation de la forme 

-^tang(^0— Ä) = tang(iy— o>); 

car, en fesant Ä = tang^f, C = tango>, on en tire 

A(u— B) _ v—C 
i+ßu i + Cv> 

et par consequent une valeu* de u semblable ä la precedente. Donc, en sub- 
stituant la valeur de u, il faudra que l'äquation resultante, c'est-a-dire 

>' A(i-\-vC){ak+ßv — B(k+v)} = (*— C) {*+* + B(ak-\-ß»)) 
puisse dtre saffeifoite, par identitä, pbür töute valeur de v; ce qui exige que 
Ton ait ces trois 6quatiöns; savoir: 

AC(ß-B)-(l + ßB) = 0, r 

A(a — Ä)-f C(l-f «B) = 0, 

A{ß-B)fACK{a-B)^C{\^ßB)-K{\'\-aB) = 0. 
La premiere donne 

et les deux anlres, apres y avoir substitue cette valeur de A t .donnent 

.., ■ (a-Ä)(l^-/9BHC 1 (l+aÄ)(/9-Ä)=0, 
$+ßBXß-B)+KC{(a-BXl+ßB)-(\+Bxt){ß-B)) + CX\+ßB){fi-B) 

Maintenant, si l'on elimine. C 2 entre ces deux equations, on aura l'equation 

laquelle, par la soppression du factenr oommnn, donne 

En sobstitaant cette valeur de C dans la premiere des deux equations prt»fr> 
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dentes, il viendra 



d'ou Ton tire 



'*-*' cnt9_f Jg'(i— «*X+(i— jg*) 



Hais la meme equalion (« — Ä)(i + ßB)-\-C*(i + aB)(ß— B) = revient 
a dir« que Ton a 

(o— B)Jr+C(/J— B) = 0; 
partant 

„ _ aK+Cß 
° ~ C+K ' 

En egalant cette valeur de B ä celle trouvee plus haut, nous obtenons l'equation 

aK+Cß _ i — CK 
C+K ~ CKa—ß 1 
de laquelle on tire 

Ainsi il est demontre que les equations (107.) et (108.) sont äquivalentes. 
Et par l'equation (108.) on yoit clairement que les limites de y doivent differer 
de 360°, si Celles de 6 sont = et 61=360°. 

v 

II y a une autre maniere de traiter le probleme de l'attraction de Tan- 
neau elliptique, fondee sur I'äquation 

/ x m dx 1 fdy{i+y) A (<*+ßy) m 
Ai ~ («-/?)v r* 

En effet, en posant 

(i+r) 4 («+/W = Ty+T', 
ob pourra regarder T et T f comme des fonctions de y*; ce qnf donne 
fx m dx _ 1 fTd-y % , 1 fT'dy 

J X* ~ 2(a-ß)*J r* T(a— /J)V r* ' 

ou l'integrale / jL rentre dans les regles ordinaires. Aihsi en fbsant 

T = £f+fl (1)r i -|-fl (1) /-j-£r ( , > ^,etc., 
la question est reduite ä l'integrale f^r~- Or en mettant Fsous la forme 



9 



• 
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od a l'eqnation 

oü les cinq coefficiens A, B, C, D, K sont tels que Ton a: 

A = 2pr — q l ; B*=—qr; C=4pr — <f — (2i+l)(2pr — <f); 

D = (2i+l)qn K=p(4pr-<f). 

La question est donc ramenee aux formes ordinaires. Mais, en generalj^il 

convient d'operer la transformation trigonometrique, avant de reduire ä £ la 

puissance $ du radicaL 

Turin le 30 Juin 1846. 



i F'(b) 

Note sur MquaÜon jF^^^'p^» fosie vers la fin du $. Xm. 

Pour mieax sentir le mode d'existence de cette equation, il faut ob- 
Server, que, le modale h etant ici, par hypothese, une quantite tres-approcbante 
de l'unitö, ponr tonte valeor tres-grande dn nombre entier X, on peut, en 
bornant la valeur de F'(h) an premier terme de la serie convergente qui en 
donne Fexpression generale, faire 

F f (Ä)==log(y) = log4-log^ 
Donc en negligeant la fraclion infiniment petite -r-log4, nons anrons 



1 W'(h\— l0 89 —X<n F ' ( *> 



ce qui revient a dire que Ton a 

g = r 1 *'«>, 
e 6tant la Jbase des logarithmes hyperboliques. On voit par la, que le rap- 
port -y F\K) converge vers nne quantite constante, ä mesnre que le nombre l 
augmente, parceque la fraction g decroft elle-m6me comme la puissance l d'une 
quantite constante. 

Je saisis cette occasion ponr faire remarquer que, le module c etant 
fort approchant de l'fmite, il convient d'employer l'äquation 

oü E(c, q>)=JJd(p, pour avoir la serie qui donne F'(c). 
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En effet, cette equation, en fesant q> = \n, donne 

F>(c) = E>(c)-c<Z& = ^(c) + ^.**£>. 

Mais, le modale complementaire * = j/(l — <?) etant tres-petit, le qnadrant 
elliptique E'(c) est donn£ par une s6rie dont les deux premiers termes sont 

*/(•) = l-^+^logd-); 
partant nous avons 

Donc, en negligeant les termes multiplies par q\ l'expression precedente de 
F f (c) donnera 

F'(c)=l-l+log(-i) = Iog(i-> 

Ce resultat est ainsi obtenu en evitant Ferreur qni s'est glissee dans la 
demonstration de Legendre a la page 66 da premier Volume de son „Traite 

des fonctions elliptiques" oü il fait ±tog(j^-^) = log(-T-), tandis que Ton a 

Euler a donne le premier en 1750 la veri table serie, propre ä la recti- 
fication de l'ellipse fort alongee, dans le second Volume de ses Opuscula varü 
argutnenti. U a fait voir que cette serie devait 6tre de la forme 

E\c) = l + H'b 2 +H"b*-\-H"'b*+e\c 

|{C^|C«j*|C^j«^ etc.}log(y), 

et il a determine la loi des coefficiens numeriques H' f H" etc. ; G', G" etc. 

Ponr determiner a priori la forme de cette särie, voici a peu pres le pro- 
cede employe par Euler. Soit y = b^(2x— a?) l'6quation de l'ellipse. En 
dteignant par E(c,x) l'arc elliptique qni repond a l'abscisse x, nous aurons 

E(c, x) -fiidJ+df) =fd*fa + *£=£). 

La differentielle de l'arc paraboliqae ayant ponr equation y=:b]f(2x)^ serait 

dxyyl-^x-j. D'apres cela, afin d'ttabKr id an rapprochement entre l'arc 

elliptique et Farc paraboliqae (comme on le pratique dans la theorie da moa- 
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vement des cometes), nous ecrirons 



ou biea 



Et**) =Al/(i + D( 1 -** 2 -wT' 



en posant pour plus de simplicite: 



P = ^ — % X _- O. 






2 — x 2 — x 

Maintenant, si Ton developpe le second radical, on aura 

-STfCWfc - 2.4.6.8... .in ' ( W g " ~ CtC ' ; 

ou Ton a fait 

Pour rendre rationnelles les integrales n 2 > etc., il suffira de faire z = 
y(l+ 2")-" ^ n integraut ensuite depuis a? = jtisqu'ä #==1, on trouve, en 
negligeant les terraes multiplies par A 6 : 

*'(•)«* l-i*Vü* 4 +(** 2 +iV* 4 )l0K(|). 

Cela suffit pour demontrer la forme de la serie. Mais, la seule Integration 
directe ne suffit pas pour däcouvrir la loi des coefficiens numeriques, quelle 
que soit la maniere de preparer la differentielle de Farc elliptique avant de 
la developper en serie. II ne serait pas difficile de demontrer que cet incon- 
venient est aussi inhärent & la mßthode propos6e en 1784 par Lagrange*'). 
Pour eviter cet irieönvenient, il faut employer l'equation differentielle 

decouverte par Euler dans l'ouvrage que je viens de citer, et appliquee par 
Lui-möme au developpement de la fanction JE'(c)* et ensuite par Legendr e au 
dp veloppement simultane des deux fonctions eüiptiques completes jF'(<Oj E\c). 

*) On ne saurait regarder oommti connue Ja loi du ddveloppemeüt dont Bossvt 
a calcule les premiers termes (Yoyez la page 484 du 1 er Volume de son Calcul diffe- 
rentiel et intagml). 
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Table 
du logarithme tabulaire de Ia quantile exponentielle 

77F»(6) 

1 ' 

e ötant la base des logarithmes hyperboliqnes. 
On suppose c = sind, b = cosö et 





F(e) = 


/•** dq> 

J V(i— c^in» 9 


F'(«) 


r\* dtp 

—J y(i_ 6«sin» 


• 





log— 
infini 


e 


logl 
3.51589 22198 


e 


° l0 *7 

2.91276 99380 


6 


i<*7 


0\0 


4°.0 


8°.0 


12°.0 


2.55880 63076 


0.1 


6.72036 50269 


4.1 


3.49442 66022 


8.1 


2.90194 41608 


12.1 


2.55154 41950 


0.2 


6.11830 43741 


4.2 


3.47347 02066 


8.2 


2.89125 03313 


12.2 


2.54434 09506 


0.3 


5.76612 07535 


4.3 


3.45302 03016 


8.3 


2.88068 52394 


12.3 


2.53719 56061 


0.4 


5.51624 17369 


4.4 


3.43303 26435 


8.4 


2.87024 57906 


12.4 


2.53010 72154 


0.5 


5.32241 97264 


4.5 


3.41349 33093 


8.5 


2.85992 90002 


12.5 


2.52307 48562 


0.6 


5.16405 48089 


4.6 


3.39438 25703 


8.6 


2.84973 19880 


12.6 


2.51609 76277 


0.7 


5.03015 83620 


4.7 


3.37568 19711 


8.7 


2.83965 19741 


12.7 


2.50917 46508 


0.8 


4.91417 11617 


4.8 


3.35737 42216 


8.8 


2.82968 62734 


12.8 


2.50230 50668 


0.9 


4.81186 23682 


4.9 


3.33944 31023 


8.9 


2.61983 22922 


12.9 


2.49548 80373 


1°.0 


4.72034 31974 


5°.0 


3.32187 33756 


9°.0 


2.61008 75235 


13°.0 


2.48872 27430 


1 .1 


4.63755 31964 


5.1 


3.30465 07098 


9.1 


2.80044 95436 


13.1 


2.48200 83838 


1 .2 


4.56207 60472 


5.2 


3.28776 16084 


9.2 


2.79091 60082 


13.2 


2.47534 41774 


1 .3 


4.49244 12771 


5.3 


3.27119 33457 


9.3 


2.78148 46489 


13.3 


2.46872 93596 


1.4 


4.42806 59562 


5.4 


3.25493 39102 


9.4 


2.77213 72702 


13.4 


2.46216 41832 


1 .5 


4.36813 31140 


5.5 


3.23697 19673 


9°.5 


2.76291 97461 


13.5 


2.45564 49177 


1.6 


4.31206 88301 


5.6 


3.22329 67317 


9.6 


2.75378 20178 


13.6 


2.44917 38363 


1.7 


4.25940 36746 


5.7 


3.20789 80851 


9.7 


2.74473 80900 


13.7 


2.44274 92772 


1 .8 


4.20974 87879 


5.8 


3.19276 63751 


9.8 


2.73578 60292 


13.8 


2.43637 05201 


1.9 


4.16277 84355 


5.9 


3.17789 24596 


9.9 


2.72692 39604 


13.9 


2.43003 69087 


2°.0 


4.11821 70439 


6 D .0 


3.16326 76574 


10°.0 


2.71815 00654 


14°.0 


2.42374 77887 


2.1 


4.07582 94022 


6.1 


3.14888 37181 


10.1 


2.70946 39318 


14.1 


2.41750 35199 


2.2 


4.03541 31449 


6.2 


3.13473 27935 


10\2 


2.70085 97929 


14.2 


2.41130 04749 


2.3 


3.99679 29079 


6.3 


3.12060 74123 


10.3 


2.69234 00417 


14.3 


2.40514 10408 


2.4 


3.95981 57281 


6.4 


3.10710 04592 


10.4 


2.68390 17129 


14.4 


2.39902 36167 


2.5 


3.92434 73842 


6.5 


3.09360 51374 


10.5 


2.67554 32394 


14.5 


2.39294 76142 


2.6 


3.89026 94539 


6.6 


3.08031 49801 


10.6 


2.66726 30982 


14.6 


2.38691 24571 


2.7 


3.85747 69279 


6.7 


3.06722 38000 


10.7 


2.65905 98095 


14.7 


2.38091 75810 


2 .8 


3.82587 62582 


6.8 


3.05432 56876 


10.8 


2.65093 19348 


14.8 


2.37496 24331 


2.9 


3.79538 37477 


6.9 


3.04161 49925 


10.9 


2.64287 80751 


14.9 


2.36904 64716 


3°.0 


3.76592 42147 


7°.0 


3.02908 63080 


11°.0 


2.63489 68701 


15 n .O 


2.36316 91654 


3.1 


3.73742 98718 


7.1 


3.01673 44577 


11 .1 


2.62698 69961 


15.1 


2.35732 99968 


3.2 


3.70983 94024 


7.2 


3.00455 44821 


11 .2 


2.61914 71653 


15.2 


2.35152 74485 


3 .3 


3.68309 71334 


7.3 


2.99254 16271 


11 .3 


2.61137 61238 


15.3 


2.34576 40276 


3.4 


3.65715 23909 


7.4 


2.98069 13326 


11 .4 


2.60367 26513 


15.4 


2.34003 62405 


3.5 


3.63195 89057 


7.* 


2.96899 92236 


11.5 


2.59603 55592 


15.5 


2.33434 46086 


3 .6 


3.60747 43196 


7.6 


2.95746 10940 


11 .6 


2.58846 36897 


15.6 


2.32868 86601 


3.7 


3.58365 97576 


7.7 


2.94607 29092 


11 .7 


2.58095 59151 


15.7 


2.32306 81626 


3 .8 


3.56047 94542 


7.8 


2.93483 07869 


11.8 


2.57351 11363 


15.8 


2.31748 19578 


3.9 


3.53790 04351 


7.9 


2.92373 09939 


11.9 


2.56612 82819 


15.9 


2.31193 03263 
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log— 
1.87502 59664 


e 


logy 

1.71543 96166 


16°.0 


2lV> 


26 # .0 


31°.0 


16.1 


2.30092 80815 


21 .1 


2.06177 48288 


26.1 


1.87156 60030 


31.1 


1.71249 16669 


16.2 


2.29547 70035 


21 .2 


2.05757 06915 


26.2 


1.86812 12932 


31 St 


1.70955 21142 


16.3 


2.29006 83607 


21 .3 


2.05338 53799 


26.3 


1.86468 85974 


31.3 


1.70662 08998 


16.4 


2.28467 19352 


21.4 


2.04921 87118 


26.4 


1.86126 77123 


31 .4 


1.70369 79659 


16.5 


2.27931 73288 


21 .5 


2.04507 05085 


26.5 


1.85785 94482 


31 .5 


1.70078 32549 


16.6 


2.27399 41520 


21 .6 


2.04094 05932 


26.6 


1.85446 23898 


31 .6 


1.69787 67097 


16.7 


2.26870 20193 


21.7 


2.03682 87917 


26.7 


1.85107 72518 


31.7 


1.69497 82741 


16.8 


2.26344 05549 


21 .8 


2.03273 49323 


26.8 


1.84770 37580 


31 .8 


1.69208 78920 


16.9 


2.25789 74270 


21 .9 


2.02865 88453 


26.9 


1.84434 18328 


31 .9 


1.68920 55081 


17°.0 


2.25300 81567 


22°.0 


2.02460 03941 


27 d .O 


1.84099 05975 


32 .O 


1.68633 10674 


17.1 


2.24783 65020 


22.1 


2.02055 93226 


27.1 


1.83765 22241 


32.1 


1.66346 45155 


17.2 


2.24269 40746 


22.2 


2.01653 55652 


27.2 


1.83432 43973 


32.2 


1.68060 57985 


17.3 


2.23758 053t5 


22.3 


2.01252 89130 


27.3 


1.83100 77675 


32 .3 


1.67775 48596 


17.4 


2.23249 55214 


22.4 


2.00853 92256 


27.4 


1.82769 38232 


32.4 


1.67491 16559 


17.5 


2.22743 87272 


22.5 


2.00456 63409 


27.5 


1.82440 59193 


32.5 


1.67207 61249 


17.6 


2.22240 98127 


22.6 


2.00061 01046 


27.6 


1.82112 71794 


32.6 


1.66924 82178 


17.7 


2^1740 84591 


22.7 


1.99667 02448 


27.7 


1.81784 24204 


32.7 


1.66642 78832 


17.8 


2.21243 43494 


22.8 


1.99274 69706 


27.8 


1.81458 95323 


32.8 


1.66361 50698 


17.9 


2.20748 71720 


22.9 


1.98883 97745 


27.9 


1.81133 82841 


32.9 


1.66080 97271 


18".0 


2.20256 65210 


23°.0 


1.98494 86299 


28°.0 


1.80809 76305 


33°.0 


1.65801 18048 


18.1 


2.19767 23977 


23.1 


1.98107 33925 


28.1 


1.80486 78860 


33.1 


1.65522 12532 


18.2 


2.19280 42000 


23.2 


1.97721 39198 


28.2 


1.80091 54758 


33.2 


1.65243 80229 


18.3 


2.18794 47431 


23.3 


1.97337 00709 


28.3 


1.79843 85564 


33.3 


1.64966 20632 


18.4 


2.18314 46381 


23.4 


1.96954 17071 


28.4 


1.79523 95467 


33.4 


1.64689 33309 


18.5 


2.17835 39618 


23.5 


1.96572 86911 


28.5 


1.79205 07500 


33.5 


1.64413 17727 


18.6 


2.17358 59640 


23.6 


1.96193 08875 


28.6 


1.78887 20900 


33.6 


1.64137 73425 


18.7 


2.16884 36446 


23.7 


1.95814 81626 


28.7 


1.78520 34913 


33.7 


1.63862 99933 


18.8 


2.16412 56668 


23.8 


1.95438 03843 


28.8 


1.78254 48789 


33.8 


1.63588 96781 


18.9 


2.15943 17989 


23.9 


1.95062 74223 


28.9 


1.77939 61788 


33.9 


1.63315 63504 


19*.0 


2.15476 17499 


24°.0 


1.94688 91478 


29°.0 


1.77625 73156 


34".0 


1.63042 99642 


19.1 


2.15011 52718 


24.1 


1.94316 54337 


29.1 


1.77312 82228 


34.1 


1.62771 04737 


19.2 


2.14549 21155 


24.2 


1.93945 61542 


29.2 


1.77000 88226 


34.2 


1.62499 78338 


19.3 


2.14089 20321 


24.3 


1.93576 11853 


29.3 


1.76689 90564 


34.3 


1.62229 19995 


19.4 


2.13631 47778 


24.4 


1.93208 04045 


29.4 


1.76379 58221 


34.4 


1.61959 29261 


19.5 


2.13176 01120 


24.5 


1.92841 36907 


29.5 


1.76070 80817 


34.5 


1.61690 05696 


19.6 


2.12722 77981 


24.6 


1.92476 09243 


29.6 


1.75762 67509 


34.6 


1.61421 48861 


19.7 


2.12271 76032 


24.7 


1.92112 19871 


29.7 


1.75455 48209 


34.7 


1.61153 58322 


19.8 


2.11822 92977 


24.8 


1.91749 67624 


29.8 


1.75149 20738 


34.8 


1.60886 33648 


19.9 


2.11376 26554 


24.9 


1.91388 51349 


29.9 


7.74843 65734 


34.9 


1.60617 52507 


20°.0 


2.10931 74749 


25°.0 


1.91028 69906 


30°.0 


1.74539 42379 


35°.0 


1.60353 80187 


20.1 


2.10489 34736 


25.1 


1.90670 22168 


30.1 


1.74235 89719 


35.1 


1.60088 50606 


20.2 


2.10049 04984 


25.2 


1.90313 07023 


30.2 


1.73933 27503 


35.2 


1.59823 85108 


20.3 
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30.3 
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20.7 


2.07878 33567 
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30.7 
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35.7 
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20.8 


2.07450 20487 


25.8 


1.88197 39897 


30.8 


1.72136 09441 


35.8 


1.58249 17167 


20.9 


2.07024 03192 


25.9 


1.87849 22812 


30.9 


1.71839 43577 


35.9 


1.57988 89464 
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2. 

Über die unmittelbare Verification einer Fundamental- 
formel der Theorie der elliptischen Functionen. 

(Von Herrn Prof. C. G. J. Jacefti.) 



In meinen „Fundamentis Novis" habe ich die Reihe 

8 = 1— f («-f *-')+ *•<** + O — 9 9 (« , + «^)+ etc. 
dem Producte unendlich vieler Factoren 

/7=(l-^)(t-y*)(l-^)..(i-^)(i- f 3 *)(l-^).. 

X (i-^^Ci-^OCl- f 6 *- 1 ) • . 

gleich gefunden. Wenn man die Logarithmen dieser beiden einander gleichen 
Ausdrücke £ und IT nach q oder nach z differenziirt, die aus dem Product IT 
hervorgehenden Brüche entwickelt, und dann mit der Reihe £ multipKcirt, so 
mufs man auf identische Gleichungen 

1 J£ = S d log<g — = s d] ° 8n 

dq dq ' dz dz 

kommen. Man kann diese Identitäten auf folgende Art erweisen. 
Seist man 

so erhalt man durch Substitution des Ausdrucks von IT, 



• 



1 — <y a ■ 1 — q* * 1 — q* l 

+ f5_ + »l^_ + »l!»- + ete. 

1—9* ~ 1—9*» * 1—9»* ' 

gar» g»*-> g»r-» 

~l-g*-> l-l,» s -i- l-,»*-i etc ' 

10 # 
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Darob die Entwicklang der zar Rechten befindlichen Brüche erhalt man 

2. P= 2Zyt(m)tp n -\-Z2pf m (z m -\-z- m ) 

3. J* = 2J£q pm (z m — z— ) 

WO 

m alle ganzen Zahlen von 1 bis oo, 

p alle ungeraden Zahlen von 1 bis oo, 

V(m) die Factorensnmme von m 
bedeutet. Bezeichnet man noch mit 

• alle ganze Zahlen von — oo bis -j~°°i 
so wird 

4. Ä = j?(— ljy« 1 . 
Substituirt man die Ausdrücke (2.) 9 (3.) 9 (4.) in die Gleichungen 

5. -t£-w, -«£-«* 

welche aus (1.) folgen, so erhalt man 

t j?(— lyif«« 1 = -sasa?(— i)Y+' m (* l+m — *'- m ). 

Um in diesen beiden Formeln die allgemeinen Glieder der Summen rechter 
Hand auf die Form 

(-WA* 1 and (-ijyZi** 
zu bringen, wo ft und Z, die Gröfse * nicht enthalten sollen, hat man in den 
dreifachen Summen * — m oder i-f-m für im setzen, wodurch man 

8. Z, = -ZZ(— J)- f -c-+i^o_ jex(_ i)-y-(*+P+ao 

erhöh. Es ist daher, um die Gleichungen (6.) zu beweisen, aus welchen die 
Gleichungen (5.) oder, was dasselbe ist, die Gleichungen (1.) folgen, nöthig 
und ausreichend, zu zeigen, dafs die Gräften ft und Z; für jedem Werth 
von i von q unabhängig sind, und reepective die einfachen Werthe — ii, 
— i annehmen. Dieses geschieht durch folgende Betrachtungen. 
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In den Ausdrücken der Gröfsen ft und Z { bedeutet m jede ganze 
positive Zahl, die nicht inbegriffen; p jede positive ungerade Zahl; i dage- 
gen eine bestimmte positive oder negative Zahl, die mit inbegriffen; es reicht 
aber hin, wie im Folgenden geschehen soll, i positiv oder anzunehmen, da, 
wenn man — t fori setzt, Q t unverändert bleibt und Z* sich in — Z k verwandelt 

Bedeutet jetzt n alle positiven und negativen ungeraden Zahlen 
van — (2 f — 1) bis 2i— 1, so nimmt p alle Werthe der Zahlen 2«-f n und 
±i\p an. Man hat daher 

= 2J£(— l) m C2ff+ffi)jr^ +ll >4--23?(— l) m (4ff+2/0r c ~ +p+2 °> 

Ich will jetzt die drei Fälle untersuchen, wenn in den Ausdrücken rechts vom 
Gleichheitszeichen m-\-n negativ, m-\-n positiv und m-f 7i = ist. 

1) Wenn tn-frc negativ ist, so kann m auch den Werth — (sn-j-») 
annehmen, und es werden sich je zwei von den Werthen der Gröfsen 

(— 1 ) m (2 •+ TT) ?*<"+*>, (^l)-y"«(»»+«), 

in denen m die beiden Werthe m und — (m-j- n) annimmt, gegenseitig auf- 
heben, da für dieselben (— l) m entgegengesetzte Werthe erhält, der andere 
Factor aber ungeändert bleibt. 

2) Wenn m-f n positiv ist, kann man m\n für m setzen; da man 
auch — n fttr n setzen kann, so kann man gleichzeitig m-\-n und —n statt 
m und n setzen. Man erhält so zu jedem Terra 

(— l) m (2 ff + n)q m < m +»\ (_i)«y"C«+«) 

den entsprechenden 

— (— l)-(2ff — n)f* m +"\ — (— l)«^»C-H-n). 

Es werden sich daher, wenn m-f-ft positiv ist, je zwei Terme, die man durch 
Substitution von m-\-7t 9 —n für m, n aus einander erhält, in der Summe 
22(—l) m q m < m +"> aufheben, und in der Summe JET(— l) m (2i+n)q mim + n > zu 
einem Term 

(— l)" , 2ffif" c " ,+ "> 

vereinigen. Da n in dem einen der beiden Terme positiv, in dem andern 
negativ ist, so darf in dem Term, der beide vereinigt, n nur seine positiven 
(oder nur seine negativen) Werthe annehmen. In diesem Term ist der Ex- 
ponent von g das Product zweier Factoren, deren Differenz ungerade und kleiner 
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als 2* ist; der Zaklencoefficient das Doppelte dieser Differeni; das Vor- 
zeichen -}- oder — , je nachdem der kleinere Factor gerade oder ungerade ist. 
Dies ist genau dasselbe Gesetz, welches die Terme der Doppelsumme 

S2{— l) m (4t+ 2p)q m < m+ '+* i > 
befolgen, nur dafs in letztrer die Differenz der beiden Factoren des Exponenten 
gröfser als 2i ist. Man kann daher in dem ersten der beiden vorgelegten 
Ausdrücke diejenigen Terme der ersten Doppelsumme, fflr welche m\n po- 
sitiv ist, mit der zweiten Doppelsumme in die eine 

JEZ(— l) m 2ptf« m +» 
vereinigen. 

3) Wenn m\ 7i=0, erhält man die Terme 

c-ir(2i+»), c-ir. 

Die Werthe, welche in denselben m und n annehmen können, sind 

m=l, n=— 1; m = 3, 7i=— 3; .. m = 2t— 1, n = — (2t— 1). 

Hieraus folgt 

-T(-ir(2f+^) = — {2i-l+2f-3+.. + l} = — it, 
^(— l)- = _i. 

Vereinigt man alle bisher gefundenen Resultate, so erhält man 

Q, = — u+22y(m)f m + 222( r - \Ypf* m **\ 
Zi^-i. 
Es ist daher der eine Satz, dafs Z,— — •, bewiesen. Um auch {?,= — jt 
zu erhalten, was der andere zu beweisende Satz war, mufs noch gezeigt wer- 
den, dafs 

— SJEt—irpfi»*» = 2r(-i)^^-+P) = 2y{m)f m 
ist. 

Die vorstehende Formel, welche allein noch zu beweisen übrig blieb, 
kommt mit dem folgenden Satze Oberem*): 



*) Es ist nämlich 

(-i)-+^ = (_i)»+P(*+,)+(_l)»a,. 

Wenn die Zahl m(i*-f p) 9 welche jeden beliebigen positiven geraden Werth haben kann, 
gegeben ist, und man dieselbe auf irgend eine Art in zwei Factoren zerfällt, von denen 
der eine gerade , der andere ungerade ist, so hat man für m-f-p den gröfseren, füriw 
den kleineren dieser beiden Factoren zu setzen. Es wird daher in der DoppeUumme der 
Coftfficient von q m t m +p> oder J£(— l) m +Pp gleich der Summe aller dieser Factoren von 
m(m+p)> wenn man jeden Factor positiv oder negativ nimmt, je nachdem er gerade oder 
ungerade ist* 
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FP>nn man eine gegebne gerade Zahl auf alle mögliche Arten in zwei 
Factoren zerfällt, von denen der eine ungerade, der andere gerade 
iet f so ist die Summe der geraden weniger der Summe der ungeraden 
Factoren gleich der Factorensumme der Hälfte der gegebnen Zahl. 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr leicht. Es sei nämlich die gerade Zahl 2'iV, 
wo N ungerade; es sei v die Factorensumme von N, so ist (2 1 — \)v die 
Factorensumme der halben Zahl oder von 2"~ 1 iV. Zerfällt man aber die ge- 
gebene Zahl 2' JY auf alle mögliche Arten in zwei Factoren, von denen der eine 
ungerade ist, so ist der andere immer durch 2* theilbar, also die Snmme dieser 
letztem 2'V, während v die Summe der ungeraden Factoren ist. Die Differenz 
beider ist also (2* — 1)? oder die Factorensumme von 2*"*iV, w. z. b. w. 

Die vorstehende Untersuchung giebt eine unmittelbare Verification der 
beiden Gleichungen (6.) oder (5.) oder der Gleichungen: 

10. ?(*— z~ 1 ) — 2?*(* 2 — O + ä^C« 3 — *" 3 )— «te. 

in welchen m jede beliebige ganze positive Zahl, die Null ausgeschlossen, be- 
deutet. Da sich aus den Gleichungen (5.), 

-«f = sp - —£-«*. 

wenn man for P und Q die Ausdrücke 

setit, die in den Fundament»» auf doppelte Art bewiesene Formel S = II 
ergiebt, so kann das Vorstehende auch als ein dritter Beweis dieser Fundamental- 
formel betrachtet werden. 

Ans der Natur der Reihe S folgt die Gleichung 

a dS 
11 M dS zd ' Z dZ 
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Subsütairt man hierin die Gleichungen 

so ergiebt sich 

» - T? - s *g+*l£ - «TT-»'- 
Die Gleichung &/» = %d £ R läfst sich mittelst der oben bewiesoen —•! = (?, 
= iZi verificiren, da man 

SP = -rc-ijY'ft* 1 * ab = j?(— iy^'Zi« 1 

hat. Aus der vorstehenden Gleichung ergiebt sich ferner, wenn man durch £ 
dividirt, 

12. R* = 2™-P ß 

das ist, wenn man für P und R die Ausdrücke (2.) und (3.) setzt, 

Von dieser Formel findet man eine unmittelbare Yerification in den Fundamentis 
S. 136. Es ist aber von besonderem Interesse, alle solche Formeln der Theorie 
der elliptischen Functionen hervorzuheben, welche sich auf Identitäten zurück- 
fahren lassen, die unmittelbar, d. i. ohne Hülfe anderweitiger analytischer Sätze 
eingesehen werden können, indem man dadurch ein Mittel erhält, neue Metho- 
den zu gewinnen. So hat der unmittelbare Beweis der Formel 

welchen ich in den Fundamentis S. HO gegeben habe, zu einer neuen arith- 
metischen Methode geführt, aus den für die Zusammensetzungen der Zahlen aus 
zwei Quadraten bekannten Sätzen sowohl den bekannten Satz über die Zusam- 
mensetzbarkeit aller Zahlen aus vier Quadraten als auch neue Sätze üb« die 
Anzahl der Zusammensetzungen einer Zahl aus vier Quadraten abzuleiten. 
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3. 

Über die partielle Differentialgleichung, welcher die 
Zahler und Nenner der elliptischen Functionen 

Genüge leisten. 

(Ton Herrn Prof. CG. J. JoooW.) 



Es sei *'*' = 1-Ä 2 , V(l— #sin» = ^/ und 



r 



nXf 



endlich 



dtf Vf ""TT 



2Kx 



In den „Fundamentis Theoriae F. EU." habe ich gezeigt, daft die elliptischen 
Functionen siny, cosqp, ^/ Brüche sind, deren Zahler und Nenner sich durch 
die Transcendente darstellen lassen , welche selber sich in die Reihe 

l + 2fCOs2a?-f 2/cos4jr-|-2y 9 cos6ar-|- etc. = 

entwickeln läfot. Jeder Term dieser Reibe und daher die ganze Reihe selbst 
genUgt der partiellen Differentialgleichung 

M de d*9 

Diese partielle Differentialgleichung mufs sich, ohne dafs man die Reihenrat- 
wicklung von kennt, unmittelbar auch aus den aufgestellten Definitionen 
ergeben. Es kann die Frage entstehen, ob man nicht su solchen einfachen 
partiellen Differentialgleichungen durch Einführung analoger Gröfsen auch für 
complicirtere Transcendeoten gelangen könne. Ich werde daher, um aus den 
obigen Definitionen die partielle Differentialgleichung, welcher Genüge leistet, 
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abzuleiten, statt von dem Integral u von dem allgemeineren Integral 

y^-i(l_/)r-^(i_ r /)-«rf/ 

ausgehen welches siefr fflr 

cb=|8=|,7s1, r = *% / = sin 2 y 

auf 2* reducirt, nnd nur schliefelich, ' wenn die weitere Fortführung der Rech- 
nung es erfordert, für a, ß, y die angegebnen besondern Werthe setsen. 

Es sei fflr Werthe von a und ß, welche zwischen und 1 liegen, 
und fttr y>ß, 

Ftr^yV-^i— /)y-^(i— rtydt, Y^p^iX—ty-t-^x—rtydt, 

wo y die von Euler, Pf äff, Gaufs, Kummer nnd andern vielfach behandelte 
Transcendente ist Man hat fftr die beiden Transcendenten Y nnd y die Dif- 
ferentialgleichungen: 

(r-^Y^ir-ia^ß^l^Y'-aßY^-at^i^t^ß^-rtr^ 
(r-rr)y» +{ r -(a+ß+l)r}y' -aßy = 0, 

in denen, wie auch im Folgenden, durch die obern Indices die nach r f ttr ein 
constantes t genommenen Differantialquotienten angedeutet werden. Setzt man 

R = r'(l— ry*****, T = ^(1— t)r-', 
so kann man diese Gleichungen auch so darstellen: 

ÄF»+ KY'-aß-I&- = _ a TR(i-rt)—> 
1 ' r — rr r — rr ' 

Nennt man * ein »weites Integral der Gleichung, welcher y genügt, so bat 
man auch 

R z »+R'z'--aß-±£- = 0. 
• * r—rr 

Ein solches Integral ist 

i o 

wo ri = t — r. Aus den vorstehenden Differentialgleichungen folgt, wenn man 

y y J r — rr 
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setzt, und e eine Constante bedeutet, 

Rtf =_a^, Ä/' = -^ oder t£<= yy dl. 
yy yy n J J 

Wenn man statt r die Gröfse / als unabhängige Variable einfahrt, so wird 
das vollständige Differential von v darch die Gleichung 

* - 7%"+'"' = f<X-'*r s^j-f TZ41 

gegeben. Betrachtet man v and / als die beiden unabhängigen Variabein, und 
unterscheidet die unter dieser Annahme abgeleiteten partiellen Differentialen 
durch Klammern, so geben die vorstehenden Formeln: 

/ dt\ i y (t—tt)(i— rty 

\dv/ ~~ dv — T ' 

Ist eine Function F in r und t gegeben, nnd man ersetzt die Variabein r 
und / durch / und », so wird 

f av\ __ ar/d*\ 

und infolge der vorstehenden Formeln das nach / genommene Differential, 

rdv\_ dr/dt\,dr/dr\ 

Nimmt man für V die Function 

V == 1«TZ = -iÄyvV = iÄ(yT-yr'), 
so wird 

Es ist. ferner 

(dT\ __ /ÖT'\ _ at fdY\ _ a<y 

\do ) ~ y * \dv ) "~" 1— rfVö» / — 1 — rt » 

11* 
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woraus 

folgt, und hieraus 

( B%r \ «» °y tR r 8 ^ — .--»» «-"Kt-rf)-* 

-"VS^ "" 2(l-r*)' W = *°r* T 

Durch Combination aller dieser Formeln ergiebt sich 

Vary "Vrgrv 7r-rr<-« (1 " j w/* 

Man hat daher, wenn man l=el setzt, in Bezug auf die hier betrachtete 
allgemeinere Transcendente T den folgenden Satz: 
Bat» 

r =yV- 1 (l- O^- 1 (1— r/)-i<, 
y = f l t'- l (l—ty-'- l (l—rt)—dt, 

F « ir r(l-rr^i( r ^_ y |I) 

so genügt V, als Function von v und X betrachtet, der partiellen 
Differentialgleichung , 

= |r_2P|T-j- r r-i(i_ r)-+*-r <*-*(!_ tY*-*-*(l— rt)- 2 ** 1 ^ 

In dieser Gleichung sind die Gröfsen / und r anfser in X und v noch explidie 

enthalten, aber nor in einem einzigen in ^-7 mnltiplicirten Factor. Ich will 

jetzt zu dem besondern Falle der elliptischen Integrale übergehen, in welchem 
dieser Factor der Einheit gleich wird. 

Setzt man nämlich in den vorstehenden Formeln 

r — *> a = ß = *> 

so wird 

R es r—rr, TT = t— tt, (1 — r*)"*** 1 «■ 1, 
und es verwandelt sich daher die «nietet gefandne Gleichung in die folgende: 
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Man setze 

fVäv = W, 

so giebt die Integration dieser Gleichung nach v, 

Wenn das Integral, durch welches W definirt wird, von an genommen wird, 
so muft man zu demselben solche Function von / oder r addiren, dafs ffir 
9«s=0 oder, was dasselbe ist, für f=0 die vorstehende Gleichung erfüllt wird« 
Für <s=0 verschwindet F und daher auch Y' $ und es wird daher 

-g— ) tat * = 0, 

Seilt man daher 

so nrafe W° die Gleichung 

erftllen, woraus 

W* = -logyy 

folgt Setzt man endlich 

-TV*, 
a = er* = ^y** 

so erhält die partielle Differentialgleichung, zu welcher man gelangt war, die 
einfache Form, 

Es Ist aber in dem hier betrachteten besondern Fall 

J •(|(i-*)(l_rl))' y — J •(|(l-<)(t_r#))» 

und daher, wenn man 
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setzt, und den Grofsen u, K, K' etc. die ihnen oben beigelegte Bedeutung 
giebt, 

r==2«, t> = £ = ^, « = ##*. 

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher K genügt, hat auch die 
Lösung K'j man kann daher 

* = 2JC' 
setzen, woraus 

, z K' i , 

/= =7 = X = -« 10 ^ 

folgt. Die Constante c hat man aus der Gleiphung ^g^csy^rf/ oder 

■pfnr = — — ÄÄ^logy 

zu bestimme». Für unendlich kleine Werthe von * wird nach einem Satze 

nK 9 4 

Eulers in den OpuscV.A. gy = log-j-, also # = 169, und daher 

c = — JE. 

1 2.c 

Snbstituirt man die Werthe /= log?, r=— , c=— je in die für 12 

gefondne partielle Differentialgleichung, so wird dieselbe 

Ich will jetzt zeigen, dafs die Function 12 von der oben mit bezeichneten 
Transcendente nur um einen constanten Factor verschieden ist. 

Aus der Formel 

* Yt= J y(l— **sin>) 
ergiebt sich, wenn man nach r=A* differentiirt, 

* —J •(l~*»sinV)» # 
Es ist aber 

und daher 
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Hieran» folgt, wenn man <p = $n setzt, 

i 



*V = JyE-K, 



und daher 

Man hat daher nach einander die Formein 

-F = =Ll?k*(y>Y- y Y') = KE(u)-JE.u- 1ttKsin f &M,p 9 

-f"Vdv = =±fVdu *=f u E(u)du-l£j£ + logJ, 

• • • 

w. i. b. w. 

Die Transcendente 0=z—-£i genügt derselben partiellen Differential- 
gleichung wie 12 oder der Gleichung 

* * e _ ö f © 

welche sieh aus der Reihenentwicklung von unmittelbar ergab. Umge- 
kehrt kann man mittelst dieser partiellen Differentialgleichung die Reihenent- 
wicklung von finden. Wenn « positiv ist, wird für t = — sowohl V als 
jVdv unendlich und demgemftfs verschwinden. Für / = — erhalt man 
ferner, wenn man fflr * den oben angegebnen Werth setzt, 

und daher 

Vermöge der partiellen Differentialgleichung erfafilt die für anzunehmende 
Reihe die Form 

A-\- A l qcos2x-\- A 2 ^cos4x-\ A z q°co86x^ etc., 
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wo A, A t , J 2 * öle Zahlencofifficienten sind, und es giebt die Bedingung, 
dafs diese Reibe für x = \n—\\o%qj—\ verschwinden soll, die Werthe 

« == ^»2 —2 a^i • • s— - * • 

Die hierbei gemachte Voraussetzung, dafs eine Entwicklung von nach den 
Cosinus der geraden Vielfachen von x für jeden reellen oder imaginären Werth 
von x gültig bleibt, rechtfertigt sich durch den Erfolg. 

Die vorstehenden Betrachtungen lehren, dafe man aus der Definition 
der Function durch geschlofsne Integralausdrücke die merkwürdige Reihen- 
entwicklung dieser Transcendente mittelst allgemeiner Methoden, ohne einen 
der Theorie der elliptischen Functionen eigentümlichen Satz zu kennen, ab- 
leiten kann. Die weitere Verfolgung dieser Betrachtungen und die Unter- 
suchung, wie weit sie auf die allgemeinere Transcendente Y Anwendung finden, 
behalte ich einer andern Gelegenheit vor. 

October 1847. 
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4. 

Einfacher Beweis des vom Hrn. Geh. Hofrath Schweins 
im 32. Bande dieses Journals No. 25. mitgetheilten 

statischen Satzes. 

(Von Herrn Prof. A. F. Möbius in Leipzig.) 



Jjwei nicht in einer Ebene wirkende Kräfte p, q lassen sich in ein Kräfte- 
paar und in eine einzelne nicht in der Ebene des Paares enthaltene Kraft 
verwandeln. Heifse t die einzelne Kraft, nnd u, v seien die Kräfte des Paares. 
WeH hiernach p, q mit /, u, v gleiche Wirkungen haben sollen, *o mufs die 
Summe der auf irgend eine Axe bezogenen Momente von p 9 q der Summte 
der Momente der auf dieselbe Axe bezogenen Momente von t, u, v gleich 
seh» Schneide nun eine itoit der Ebene des Paares u, v parallel gelegte Ebene 
die Richtungen p, q, t resp. in P, Q, T und werde die Gerade PQ zur Axe 
gekommen, so sind die Momente p und q einzeln Null, weil p sowohl als q 
ton PQ geschnitten wird. Da ferner ein Kräftepaar in der Ebene, in weicher 
es wirkt, ohne Änderung seiner Wirkung beliebig verlegt werden kann, und 
weit PQ 9 als eine Gerade, die in einer mit der Ebene des Paares parallelen 
Ebene liegt, mit ersterer Ebene gleichfalls parallel ist, so können wir die Kräfte 
u 9 v des Paares parallel mit PQ annehmen. Alsdann aber sind die auf PQ 
bezogenen Momente von t# und v, jedes für sich, ebenfalls Null. Mithin mufs 
auch das auf PQ bezogene Moment von t Null sein; folglich mufs t mit PQ 
in einer Ebene liegen, und folglich T ein Punct der PQ sein. 

Werden demnach die Kräfte p, q in ein Kräftepaar und eine ein- 
zelne Kraft t verwandelt, so liegen die Puncte P, Q, T, in welchen 
p, q, t von irgend einer mit der Ebene des Paares parallelen Ebene ge- 
schnitten werden, in einer Geraden. 

Unter den unendlich vielen Arten, auf welche diese Verwandlung mög- 
lich, giebt es bekanntlich eine, bei welcher die Ebene des Paares auf t nor- 
mal ist. Die Lage, welche alsdann t hat, werde mit x bezeichnet und heifse, 
wie in dem Aufsatze des Herrn Schweins, die Hauptdrehlinie des Systems 
der Kräfte p, q (so wie jedes andern Systems von Kräften, welches auf p, q 
reducirbar ist). Für diesen besondern Fall lautet der vorige Satz also: 
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Die Puncte T, P, Q, in denen die Hauptdrehlinie x eines Systems 
von Kräften und die zwei Kräfte p 9 q, auf welche das System rcducir- 
bar ist, von einer auf x normalen Ebene geschnitten werden , liegen in 
einer Geraden; oder mit andern Worten : eine die p und q schneidende 
und auf t normale Gerade schneidet auch die r. * 

Von hier bis zu dem Satze des Herrn Schweins ist jetzt nur ein Schritt 
noch übrig. Diejenige Gerade nämlich, welche p und q zugleich rechtwinklig 
schneidet und folglich auf jeder mit p und q zugleich parallelen Ebene normal 
ist, ist auch auf x normal, weil p, q 9 r einer und derselben Ebene parallel sind. 
Wir schliefsen daher: 

Hat ein System von Kräften zwei nicht in einer Ebene wirkende 
Kräfte zu Resultanten, so wird von der Geraden, welche diese zwei. Kräfte 
rechtwinklig schneidet, auch die Hauptdrehlinie des Systems rechtwinklig 
geschnitten. 

Dafs übrigens p, q und x oder die Richtung von t einer und derselben 
Ebene parallel sind, erhellet sogleich daraus, dafs die Gleichheit der Wirkung 
zwischen p, q einerseits und /, u, v andererseits auch noch bestehen mufe, 
wenn die fünf Kräfte, parallel mit ihren Richtungen, an einen und denselben 
Punct getragen werden. Denn alsdann heben sich u und t>, als zwei einander 
gleiche und direct entgegengesetzte Kräfte, gegen einander auf, und es müssen 
folglich p und q mit t gleiche Wirkung haben , folglich p, q, t in einer Ekroe 
begriffen sein, folglich u. s. w. 
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5. 

Über die phoronomische Deutung des Taylorschen 

Theorems. 

(Von Herrn Prof. Möbius in Leipzig.) 

(Aas den Berichten über die Verhandlungen der Königlich Sächsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Leipzig.) 



.Bedeute Ft eine beliebige Function der Veränderlichen t 9 und seien i t und f* 
zwei bestimmte Werthe von t, so ist nach Taylor: 

worin F't„ F"/ n F'%, u. s. w. die Werthe von ~-, £~±, -^ , n. s. w. 
für t=t L bezeichnen. 

Sei nun t die von einer gewissen Epoche an gerechnete Zeit, also Ft 
irgend eine im Verlaufe der Zeit sich findende Gröfse. Alsdann ist Ft 2 —Ft % 
die Änderung von Ft wahrend der von *=/ A bis t = t 2 verfliefsendenZeit; 
Ftg aber, oder die durch dt dividirte Änderung von Ft während des auf 
t t folgenden dt, ist nichts anderes, als die Geschwindigkeit, mit welcher sich 
Ft am Ende der Zeit t A Ändert. Eben so ist F"^, oder der Werth von 

— — ftr t—t X ) die Geschwindigkeit, mit welcher sich F't zu derselben Zelt 

Ändert; F m t t die Geschwindigkeit der Änderung von F"t zu derselben Zeit; 
u. s. w. 

. Wir wollen hiernach die aus Ft abgeleiteten Functionen F'i, F"t, 
F'% n. s. w. die erste, zweite, dritte, u. s. w. Geschwindigkeit von Ft nenne», 
so dafe die (j»-fl)te Geschwindigkeit von Ft diejenige ist, mit welcher sich 
die litte Geschwindigkeit Ändert. 

Das anschaulichste Beispiel giebt uns ein in einer geraden Linie nach 
einem gewissen Gesetze sich bewegender Punct P. Bestehe dieses Gesetz 
darin, dafs am Ende der Zeit / der Abstand des P von dem zum Anfange 
der Linie genommenen Puncto, welcher A heifse, =zFt ist, and seieft Pj, ft 

12* 
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die Örter von P am Ende von t x und von / 2 , so wird 

Ft 2 — Ft L = AP 2 — AP L = P L P 2 , 

und daher, wenn wir die Endpuncte der Zeitiängen t x und t 2 mit T t und 3P 2 
bezeichnen und die erste, zweite, dritte u. s. w. Geschwindigkeit, mit welcher 
sich AP zur Zeit T L ändert, v t \ e/', v"\ u. s. w. nennen: 

P X P 2 = T 1 T 2 .t ? / + iT 1 T 2 ^r/' + ^T 1 T 5 .<+....; 

wobei nur noch zu bemerken, dafs, weil die erste Geschwindigkeit, mit wel- 
cher sich AP ändert, offenbar mit der Geschwindigkeit von P selbst einerlei 
ist, auch die folgenden Geschwindigkeiten von AP mit den gleichvielten von 
P identisch sind. 

Es ist leicht einzusehen, dafs diese Formel für die Länge des Wählend 
T x T 2 zurückgelegten Weges auch dann noch Gültigkeit behält, wenn der 
Punct sich krummlinig bewegt, und wenn seine Geschwindigkeiten blofe ans 
der Gröfse der von ihm in den einzelnen Zeit-Elementen durchlaufenen Wege 
ohne Rücksicht auf deren sich alsdann fortwährend ändernde Richtung bestimmt 
werden. Es läfst sich aber die Formel, wenn die Bewegung nicht geradlinig 
ist, noch auf eine andere Weise deuten; so nämlich, dafs die Änderung, nicht 
blofs der Länge, sondern auch der Richtung des Weges mit in Betracht ge- 
zogen wird. 

Bewege sich demnach der Punct P krummlinig; P t und P 2 seien die 
örter von P in den Zeitpuncten T x und 7 2 , und A sei ein irgendwo anger- 
nommener rnhender Punct. Die gerade Linie AP wird alsdann eine im Ver- 
laufe der Zeit ihre Länge und Richtung zugleich ändernde Linie, we^gstens 
im Allgemeinen, sein. Die Änderung von AP während 2\T 2 , als wodurch 
AP X in-4P 2 übergeht, ist die gerade Linie P X P 2 , indem dieselbe geometrisch, 
d. i. nicht blofs ihrer Länge, sondern auch ihrer Richtung nach, zu AP t addirt, 
die Linie AP 2 giebt. Um die Geschwindigkeit, mit welcher sich -4P zur Zeit 
Ti ändert, zu finden, setze man den Zeittheil T L T 2 unendlich klein, das tnfache 
desselben = der Zeit-Einheit, wo daher tn eine unendlich grofse Zahl be-^ 
zeichnet. Die Linie PiP 2 ist dann ebenfalls unendlich klein und giebt, wenn 
die f/wial nach einerlei Richtung an einander gesetzt wird, die verlangte Ge- 
schwindigkeit. Letztere wird daher durch eine Linie dargestellt, welche die 
Richtung P t P 2 und eine Länge =tn-P i P 2 hat, und ist folglich einerlei mit 
1 der Geschwindigkeit, welche P selbst zur Zeit T % hat, ..-.. 
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... Von ein« geraden, ihre Länge und Richtung stetig ändernden Linie AP 
ist demnach, wenn ihr Anfangspanct J unverändert bleibt, die Geschwindig- 
keit, ihrer Änderung der Gröfse nnd Richtung weh, einerlei mit der Geschwin- 
digkeit ihres Endpunotes P. 

Es werden daher auch die zweite, dritte u. s. w. Geschwindigkeit von 
AP einerlei mit der ebensovieiten Geschwindigkeit von P sein. Um diese 
hohem Geschwindigkeiten zu finden, lasse man zunächst einen Punct Q in Be- 
log, auf einen ruhenden Punct B sich also bewegen, dafs die gerade. Linie 
BQ stets gleich und gleichgerichtet mit der Geschwindigkeit von P ist; und 
es wird nach demselben Satze die Geschwindigkeit von Q ihrer: Gröfse nnd 
Richtung nach = der Geschwindigkeit, mit welcher sich BQ' f d. i. die Ger 
seh windigkeit von P L Ändert, also = d?r zweiten Geschwindigkeit von P 
sein. — Eben so wird, wenn man einem dritten Puncte R gegen einen ru- 
henden C eine solche Bewegung giebt, dafs die Linie CR stets gleich und 
gleichgerichtet mit der Geschwindigkeit von Q ist, die Geschwindigkeit von R 
= der zweiten Geschwindigkeit von Q, = der dritten Geschwindigkeit von P 
sein, u. s.w.; wobei nur noch bemerkt werden pag, dafs die zweite Ge- 
schwindigkeit von JP, sowohl ihrer Richtung als Gröfse nach, einerlei mit der 
sogenannten beschleunigenden Kraft ist, durch welphe die Bewegung von P 
hervorgebracht wird. ,• 

: Es läfst sich nun leicht zeigen, dafs 4iß Taylorsche Reihe in der ihr 
vorhin, für die geradlinige Bewegung eines Puncts P gegebenen Form 

auch ffir eine krummlinige Bewegung gilt, wenn man t?/, t?/', t>/", . . . ., d. i. die 
erste und die folgenden Geschwindigkeiten von P im Zeitpuncte T n auf die 
eben gezeigte Weise bestimmt und sie somit als gerade Linien von bestimmter 
Lfinge nnd Richtung darstellt. Wird nämlich die Zeitlänge T X T 2 , nach der als 
Zeit- Einheit festgesetzten Zeitlänge, als reine Zahl aasgedrückt, werden die 

Linien r/, r/', .... resp. mit den Zahlen 2\T 2 , ^T t T 2 \ multiplicirt 

nnd somit in andere verwandelt, welche dieselben Richtungen wie die erstem 
haben, deren Längen aber resp. das T^T^ache, das ^TiT 2 2 fache, u. s. w. 
der Längen der erstem« sind, und werden diese neuen Linien geometrisch 
addirt, d. h. parallel mit ihren Richtungen an einander gesetzt, jede folgende 
mit ihrem Anfangspuncte an den Endpunct der nächstvorhergehenden : so ist 
die geometrische Summe oder die gerade Linie, welche vom Anfangspuncte 
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J'ajouterai encore quelques mots relatifs ä la demonstration analytique 
du theoreme de Mr. Steiner. 

Soient 2 a, 2 b les axes d'une ellipse, et x, y les coordonnees d'un 
point de la courbe; j'appellerai r angle a correspondant quand il satisfait aux 
equations 

x = acosa, y = bsina. 

Soient A, B, C, D quatre points d'une ellipse par lesquels on peut faire 
passer un cercle, et a, ß, y, d les angles corr espondants ; alors od aura 

a\ß\ y\9 = ä un multiple de 2n. 
Ce theoreme est tres-utile, et sa demonstration n'offre point de difficultes. On 
peut determiner par cette formule le point d'intersection D d'un cercle oscu- 
lateur au point -4, et de l'ellipse. On aura l'equation 

3a-f-<? = 2nn, 

n etant un nombre entier. Soit B un second point, et ß 1'angle correspondant; 
je suppose que le cercle osculateur au point B, passe egalement par U; alors 
on obtiendra l'equation 

3/3 + J^ = 2mn, 
donc 

3(ß — a) = 2n(m — n), 
ou bien 

ß = a -\-$(tn — n)2n = a±j7i-f 2cn. . 

Comme on peut faire abstraction des multiples de 2n, on a 

ß = «±i^. 
Donc, outre le point A, il y a deux autres points B, C qui correspondent 
aux angles 

(1.) /? = a-f£7r, y=a_|7r, 

et dont les cercles osculateurs passent par un point D determine par Pangle 

(2.) d = 2nn — 3a. 
La somme des equations (1.) et (2.) est 

a-J-ß-j-y-f-cf .= 2 il Tl. 

On voit par ce r&ultat, que les points A, B, C, D sont situes sur une dr^ 
conferekice de cercle. 

L'ellipse est la projection orthogonale d'une circonference de cercle, et 
ABC est la projection d'un triangle inscrit au cercle ÄB'C. Les 6quättoite 
(1.) fönt voir que le triangle A B'O est 6quilateral: donc le Centre du cercfe 
est le centre de gravite des points A', B f , C", et le centre de la coniqtte 
sera egalement le centre de gravite des points A, B, C. • ■■••■ 

Berlin 15 Nov. 1847. 
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6. 
Demonstration d'un theoreme de Mr. Steiner. 

(Par Mr. F. Joachimsthal de Berlin.) 



Jüx. Steiner a publiö (Tome 32, page 300) , sans demonstratf on, le theoreme 
suivant : 

„Par tin point quelconque D d'une ellipse passent trois circönferences de 
cercle, oscolatrices ä trois autres points A, B, C de la conique; les quatre 
points A, B, C, D sont situäs sur une circonference de cercle." 

Je dis que le centre de gravite des trois points A, B, C colneide avec 
le centre de l'ellipse. 

On sait que les cordes communes d'un cercle et d'nne conique fönt des 
angles egaux avec les axes, ou bien que les droites qui divisent en deux parties 
egales les angles formes par les cordes communes, sont paralleles aux axes; 
et reeiproquement : les extremites de deux cordes, egalement inclinees aux axes 
(sans ötre paralleles), sont sur une circonference de cercle. Soient A, B, C 
trois points d'une ellipse dont le centre de gravite colneide avec le centre de 
r ellipse; alors la tangente en-4 est parallele bBC. En effet, le diametre qui 
passe par A 9 divisera BC en deux parties 6gales: donc BC est une droite 
conjuguee a ce diametre, et parallele a la tangente en A. 

Soit D le quatrieme point d'intersection de la conique et du cerle qui 
passe par A, B, C; alors les droites BC et AD seront Egalement inclinees 
aux axes, et comme BC est parallele a la tangente en A 9 cette tangente et 
la droite AD feront des angles egaux avec les axes. 

Le cercle osculateur en A coupera la conique au point D': je dis que 
les deux points D et D' colneident. Comme trois intersections du cercle 
osculateur et de l'ellipse sont reunies en A, la tangente en A et la corde AD 9 
seront des cordes communes; donc, la tangente elAD' sont egalement inclinees 
aux axes ; par consequent D et D' colneident, et le cercle osculateur en A passe 
par Df il en sera egalement des cercles osculateurs en ß et C, c, q. f. d. 

. Comme les tangentes en A, B, C sont paralleles a BC, CA f AB, les 
normales eji A, B, V sont les hauteurs du triangle ABC; donc elles se 
^efiQontrent au roöme point F. Soit D' le point diametralement oppose ä FÜ; 
alors la normale en D f passera egalement par F. (Tome 26, page 175, 
th6oreme 3.) 

Soit A un point d'une parabole, D le peiat d'intersection du cercle 
osculateur en A et de la courbe; si y et y' sont les distances de A et D 
k Taxe, on aura l'equation 

3y+/=o. 
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7. 
über die Diffferentialgleichung^ welcher die Reihen 

i±2?-f2f 4 + 2? 9 + etc., 

2^+2/y 9 +2^ 25 +etc, 

Genüge leisten. 

(Von Herrn Prof. C. G. J. Jacobi.^) 



mJ\e Aufgabe, eine gegebene Function durch eine Differentialgleichung zu 
definiren, ist im Aligemeinen eine unbestimmte, weil man mittelst der Gleichung, 
welche zwischen der Function und der unabhängigen Variable Statt findet, die 
Differentialgleichung auf unendlich viel Arten abändern kann. Aber diese Auf- 
gabe wird bestimmt, wenn die Function keine algebraische ist, die Differen- 
tialgleichung aber, wie stillschweigend vorausgesetzt zu werden pflegt, eine 
algebraische Gleichung zwischen der unabhängigen Variable, der Function und 
ihren Differentialquotienten sein soll. Unter allen Differentialgleichungen dieser 
Art, welchen dieselbe Function Genfige leistet, wird eine die niedrigste Ord- 
nung haben, und die übrigen durch Differentiation ergeben. Von dieser soll 
allein im Folgenden die Rede sein, wenn man von der Differentialgleichung 
spricht, welcher eine Function Genüge* leistet. Macht man diese Gleichung 
rational und befreit den Ausdruck, welcher =0 wird, von Brüchen, so be- 
stimmt die Dimension, auf welche der höchste Differentialquotient in diesem 
Ausdrucke steigt, den Grad der Differentialgleichung. 

Es giebt aber im Allgemeinen kein Mittel, um zu erkennen, ob es eine 
solche endliche Differentialgleichung zwischen der Function und der unabhän- 
gigen Variable giebt, oder wenn man irgend woher wüfste, dafs es eine solche 
giebt, um dieselbe aufzufinden. Nur wenn die Function einer linearen Diffe- 
rentialgleichung Genüge leistet, hat man einige allgemeine Vorschriften, dieses 
zu erkennen, und die Differentialgleichung selber zu bilden. Wenn man z. B« 

die Reibe 

y = i+2y+2? 4 -}-2? 9 -f etc. 

betrachtet, deren Bildungsgesetz so einfach ist, so giebt es doch trotz dieser 
Einfachheit kein Mittel, um aus der Natur dieser Reihe selber zu erkennen, 
ob sie durch eine endliche Differentialgleichung, d h. durch eine algebraische 

CreUe's Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 2. 13 
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Gleichung zwischen ihr selbst, der unabhängigen Variable und ihren Differential- 
quotienten definirt werden kann. Und wenn es möglich ist, mit Hülfe der 
Theorie der elliptischen Functionen eine solche Differentialgleichung zu finden, 
wie complicirt und indirect sind die dazu nöthigen Betrachlungen! Man mufs 
zuerst zeigen, dafs man die beiden Gröfsen y und q durch eine dritte Variable 
k mittelst der transcendenten Gleichungen, 

1 J y(cos* qp+** sin' q>) 

l0 «T = ° r* d V — 



ausdrücken kann. Wie sehr man auch bei der Mannigfaltigkeit der Methoden, 
welche die Theorie der elliptischen Functionen darbietet, den Beweis dieses 
merkwürdigen Theorems abkürzen mag, so wird derselbe doch immer eine lange 
Kette subtiler Schlüsse erfordern. Man zeigt dann, dafs der Zähler sowohl 

wie der Nenner des für log — angegebnen Ausdrucks einer und derselben Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung, in welcher k die unabhängige Variable 
ist, genügen. Durch diesen Umstand wird es möglich, den Differentialquo- 
tient J?*1 durch y und k auszudrücken, wodurch es ferner möglich wird, in 

der zwischen y und k Statt findenden Differentialgleichung zweiter Ordnung 
die nach k genommnen Differentialquotienten von y durch andere nach log 9 
genommene zu ersetzen. Man gewinnt hierdurch eine Gleichung, aus welcher 
man k durch y und seine nach log q genommenen Differentialquotienten be- 
stimmen kann. Durch eine neue Differentiation endlich erhält man mittelst 
Elimination von k eine blofs zwischen y und seinen nach q genommenen Diffe- 
rentialquotienten Statt findende Gleichung dritter Ordnung und zweiten Grades, 
welche die verlangte Differentialgleichung ist. Diese Differentialgleichung steigt 
in Bezug auf y und seine Differentialquotienten bis auf die vierzehnte Di- 
mension, und sie dürfte daher trotz aller unserer Kenntnisse von den quadra- 
tischen Formen durch die unmittelbare Substitution der Reihe schwer zu be- 
weisen sein. Ich will jetzt die etwas beschwerliche Rechnung näher angeben, 
durch welche man zu dieser Differentialgleichung gelangen kann , deren Com- 
ßlication in einem merkwürdigen Gegensatz zu der Einfachheit der Reihe steht,- 
welche ihr genügt. 
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Die Substitution 

cosv = — -r^* sm V — -j*-* y(l— Arsury/) = -j, 

in welcher 

k = |/(1— Ä 2 ), ^ = y(l — tfsin» 

ist, giebt 

dt p dq> 

•(1— A'sin» ~Z~' 

und daher die Gleichungen 

A ) /'sin'qptfy / > cos > yrfy 

l- \y ^ — •/ ^ > 

/cos * cpdcp *j2 fsin* <pd<p 
~i ~ r/ - ^ — ' 

wo die Integrale, so wie auch im Folgenden immer, von bis \n ausgedehnt 
gedacht werden. Bezeichnet man das ganze Integral der ersten Gattung mit 

so hat man 

Die Differentiaüon dieser drei Integrale nach A 2 ergiebt, wenn man die For- 
meln (1.) zu Hülfe nimmt, die folgenden Gleichungen: 

dK , /*sin t tpdq> 1 f cos* q>d(p 

TW — V T* ~ "2F*y J ' 
8kK 



dk 
d-VK 



k i rd<t _i r AA 

K i_ / 'cos'yrfy i_ / 'gin'yrfy 

* ~~ 2WJ A* ~~ 2kfJ J 



d-k* 

Die letztere erhält man leicht, wenn man bemerkt, dafs £.£* = — &.K*. 

Es ist ferner, wenn man wieder die Gleichungen (1.) zu Hülfe ruft, 

fk* cos' tpdip d /"cos'y /l A. 
J J J sin'g» \J ) f , /?cos*<p , cos*qp\ . . /War 

öTF ~~ ö-ft* ~~ WJ ä ' 

13 # 
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Q p sin* g) dtp 

dk* ~ dkr älF 

~ 2k>*J \ d* i ä \ — 2k» J J ' 

Setzt man daher 

ferner 

■j-JJdy = i7i>B lt 

so wird 

ioA 1 n dB , » 

Ö^F ~~ 2k x K xU ' Ö^F — * ' 

d-h* ~~ zu* Ä1 ' oft* ~~ a* 4 ^ 1 ' 

34t — Li» gg« _ * 4 

Ö* 1 ~~ 2* 1 ** 2 ' dk* ~~ 2*' 4 '' 12 ' 

Die erste dieser Gleichungen zeigt, dafs .4 der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 



oder, wenn man der Kürze halber 

pj^r = dlogp- = 5/ 
setzt, der Differentialgleichung 

Genüge leistet. Diese Differentialgleichung bleibt unverändert, wenn man k 
in # verändert. Es ist daher auch 



K' — f rfy 

. — 7(1— tf'ain»?) 
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ein Integral derselben. Ans den beiden Gleichungen 



d *£ = l&k n A, ^ = lt?k' 2 K' 



forgt 

A d*K' V ,VA n 
und durch Integration 

A dK> K , dA 
A ~Wi — K -dF ==a ' 

wo a eine Constante ist. Diese Gleichung kann man auch so darstellen, 

a K ' a *' 

= -jr oder 



1 «* 

Der Bruch „ t . t = 4 y t j f> Ififst sich für kleine Werthe von k in eine nach 

den ganzen positiven Potenzen von A 2 fortschreitende, mit der Einheit begin- 
nende Reihe entwickeln, woraus durch Integration folgt, dafs der Werth von 

WT9 Vf 

jr = -s-gr- für kleine Werthe von k bis auf Gröfsen von der Ordnung A 2 genau 

alog^ + Z? 
ist, wo ß eine neue Constante bedeutet. Die Werthe von a und ß hat Euler 
in den „Opusculis varii argumenti" a = — £, /3 = log4 gefunden. Substituirt 
man den Werth von a, und setzt 

l 0gg = __ = _ 2 _, 

so erhält man 

o d log? 1 1 1 

odtr auch 

dlog 7 ~ -*' aiogg "~ " dlog? ~ "**• 
Wenn man mittelst der Formeln (3.) statt des Differentials d-A 2 das Differential 
dlogf einfährt, so werden die Formeln (2.): 
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Man hat daher, wenn man 

A — i A — * A — i 

* — -£-> *i — TT t ' ** — c; 

setzt, und die nach log? genommenen Differentialen der Functionen C mit obern 
Indices bezeichnet, 

5. 4C 3 C" = -k*k'\ 4C1CI' = jj£, 4C?C 2 " = -£. 

Ich bemerke jetzt, dafs wenn man in dem Ausdruck 

/(4A + 1)-1 
y(4A+l)+l 

für h die drei vorstehenden Gröfsen 

*™ > F' A" 
setzt, die drei Gröfsen 

iL k n & 

Uli ** 9 n 

erhalten werden. Dies sind zufolge (3*.) die Gröfsen, deren Logarithmen 
differentiirt die Differentiale A 2 dlogq, — Afdlogq, A^dlogq oder 

dlogq d log q 8 log? 

geben. Es ist aber 

i^(4A+l)— 1 _ 3A _ dlogA 

öl0 8y(4A+l) + l — A^A+l) — i/(4A+l)- 

Substituirt man daher in tlA °* . , für h die drei Werthe (5.), so erhält man 

d\ogq — d\ogq dlogq 

IT 5- ' ~c* ' c; • 

Hieraus ergiebt sich, dafs für alle drei Gröfsen C, C,, C 2 dieselbe Differen- 
tialgleichung 

6. dlog.C 3 C" = y ( l6C 3 C"+l)^f2 

Statt findet, nur dafs man, wenn man C t für C setzt, die Quadratwurzel ne- 
gativ zu nehmen hat. Macht man diese Gleichung rational, so ergiebt sich für 
alle drei Functionen 

dieselbe Differentialgleichung dritter Ordnung und zweiten Grades, 

7. C*(CC m +ZC'C"f = C" 2 (16C J C"-|-1). 
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Wenn man 

C = y 2 

setzt, and die nach log q genommenen Differentialquotienten vony wieder durch 
obere Indices bezeichnet, so erhält man nach einander 

C = -2y-y, C" = _2y- 3 /'+6y" 4 ^ 
C'"= -2y- 3 y /f, +18y~ 4 yy , -24 r -y 3 , 
und daher 

CC""-f 3CC" = -2y- 5 y J "-\-30y-*y J y"-60y- 7 y n . 
Es verwandelt sich daher die Differentialgleichung (7.), wenn man noch mit 
4-y 18 mulüplicirt, in die folgende Differentialgleichung zwischen y und q, 

8. (y 2 / ff -i5y//' + 30/ 3 ) 2 +32(y/ f -3/ 2 ) 3 = f{yf-3y n )\ 

In dieser Gleichung kann y, den drei Werthen von C entsprechend, jede der 

drei Functionen y — , y , y bedeuten. Wenn man daher die aus 

der Theorie der elliptischen Functionen bekannten, nach den Potenzen von q 
fortschreitenden Reihenentwicklungen dieser Functionen einfährt, so erhält man 
das folgende Theorem: 

Theorem. 
Es bedeute y eine der drei Reihen 

l±2q + 2q*±2f+2q l «±2q l5 -\- etc., 

so findet zwischen y und q die folgende Differentialgleichung dritter Ord- 
nung und zweiten Grades Statt, in welcher dlogq als das conslante 
Differential angenommen ist, 

{fd 3 y-lbydyd 2 y-\-30df} 2 +32{yd 2 y-3df}> 

= f'iyd'ySdfndlogqf. 
Die beiden der vorstehenden Differentialgleichung genügenden Reihen 

werden aus einander durch Veränderung von q in — q erhalten. Allgemeiner 
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kann man, da die Differentialgleichung (8.) nur die nach log? genommenen 
Differentiale und nicht q selber enthalt, aus jedem für y gefundenen Ausdruck 
einen andern, welcher derselben Differentialgleichung Genüge leistet, erhalten, 
wenn man aq statt q setzt, wo a eine beliebige Constante bedeutet. Wenn 
man in der Reihe 

2yv{i+?Hv 6 +? ll +y 2ü +etc.} = -^, 

welche ebenfalls der Differentialgleichung (8.) genügt, die Variable q in — q 
verwandelt, oder a = — 1 setzt, so wird diese Reihe mit einer 8ten Wurzel 
der Einheit multiplicirt. Die Differentialgleichung (8.) mufs daher so beschaffen 
sein, dafs sie unverändert bleibt, wenn man y mit einer 8ten Wurzel der 
Einheit multiplicirt, oder es müssen in den verschiedenen Tennen der Glei- 
chung (8.) die Unterschiede ihrer Dimensionen in Bezug auf y und seine 
Differentialquotienten durch 8 theilbar sein. Dies ist auch in der That der Fall, 
da in Bezug auf y und seine Differentialquotienten die Terme links vom Gleich- 
heitszeichen in der Gleichung (8.) von der 6ten, die Terme rechts vom Gleich- 
heitszeichen von der 14ten Dimension sind. 

Die Gleichung 

ö, °2? = 72ÄV = WV 

bleibt unverändert, wenn man q in q m und gleichzeitig y in -£— (oder C in 

yV/i C) ändert. Hieraus folgt, dafs aus jeder gegebenen Function, welche der 
Differentialgleichung (8.) Genüge leistet, eine andere erhalten wird, welche 
derselben Differentialgleichung genügt, wenn man die gegebene Function 
mit )/i/i multiplicirt und gleichzeitig q in q m ändert. Es mufs daher in jedem 
Term der Differentialgleichung (8.) die Summe der Ordnungen der einzelnen 
Differentialquotienten weniger dem 4ten Theile seiner in Bezug auf y und die 
Differentialquotienten von y gemefsnen Dimension die gleiche Zahl geben, oder 
in je zwei verschiednen Termen die Differenz der Summe der Ordnungen der 
Differentialquotienten gleich dem vierten Theile des Unterschiedes ihrer Dimen- 
sionen sein. In der That ist in (8.) der 4te Theil des Unterschiedes der Di- 
mensionen der Terme rechts und links vom Gleichheitszeichen £(14 — 6) = 2 
und der Unterschied der Summe der Ordnungen ihrer Differentialquotienten 
ebenfalls 6—4 = 2. 
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In der Theorie der Transformation der elliptischen Functionen wird ge- 
zeigt, dafs durch die Änderung von q in q m , wenn m eine beliebige rationale 

Zahl ist, das ganze elliptische Integral K und daher auch C= «T mit eineD1 

Factor, welcher eine algebraische Function von k ist, multiplicirt wird. Be- 
deutet daher g einen solchen Factor, so mufs dem Vorhergehenden zufolge 

der Differentialgleichung (7.) 9 welcher C genfigt, auch die Function ^~ ge- 

nflgen. Es giebt daher unendlich viele Falle, in welchen zwei Integrale der 
Differentialgleichung (7.) aus einander durch Moltiplication mit einer algebrai- 
schen Function von k erhalten werden. Wenn allgemein f einen Factor von 

der Beschaffenheit bedeutet, dafs fC—£l[ wieder ein Integral der Differential- 
gleichung (7.) wird, welcher C genügt, so findet man die zwischen diesem 
Factor f und dem Modul k bestehende Differentialgleichung auf folgende Art. 
Die zwischen den GröfsenC und q Statt findende Differentialgleichung (7.) 
wurde durch Elimination von k*k n aus den Gleichungen 

Ar*r» — &k* fliog— t'y* _ 9 log«/ 

abgeleitet Die letztere Gleichung folgt aus der Gleichung dlog^=d/=^*f?- 
Diese giebt fflr eine beliebige Function v, 

Setzt man 

und bezieht die obern Indices von D und f, ebenso wie die von y, C und u 
atif die Differentiation nach log 9, so wird 

D" *=fC" + 2fC'+f'C. 
Man bat daher 

dl dlogq 

Ji = TP— 

Setzt man den Ausdruck 

9. -4r#*»+4/*Jj£ = H, 

Creile'a Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 2. 14 
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und denkt sieb die Function f so bestimmt, dafs 

in d'ogg _ §1 

™' •(4JI+1) — /•»' 

so hat man die beiden Gleichungen 

Eliminirt man aas diesen Gleichungen die Gröfse H, so erholt man dieselbe 
Differentialgleichung zwischen D und q, welche zwischen C and q gefanden 
.worden ist. Wenn man andrerseits ans (9.) den Werth von U in (10.) sub- 
slituirt, so erhält man eine Differentialgleichung 3ter Ordnung zwischen f nnd k. 
Setzt man in dieser Differentialgleichung /=logAi oder 

hf* — *" 
so wird dieselbe, 

i2. *jrdfy=fl 2 +4fl s , 

wo zufolge (9.) die Gröfse H den Ausdruck 

,3. 4 V ^«/|-^=fl 

bedeutet. 

So wie die Function D = ^ ein Integral der Gleichung (7.) wurde, 

wenn f ein beliebiges Integral der Gleichung (12.) ist, so wird auch umgekehrt 

f= — D ein Integral der Gleichung (12.), wenn D ein beliebiges Integral der 

Gleichung (7.) isL Setzt man nämlich 4JPW — U, so verwandelt sich die 
Gleichung (7.), welcher D genagt, in die Gleichung (10«)- Bestimmt man dann/ 

durch die Gleichung D?=~j? = fC 9 so erhält man durch zweimalige Differen- 
tiation fflr H den Werth (9.), nnd wenn man diesen in die Gleichung (10.) 
substituirt, die Differentialgleichung (12.). 

Aus den Gleichungen (3*.) und (5.) ergiebt sich, dafs man, ohne dafs 

A* 1 

dlogq und die Gleichung (7.) sich Ändert, für — xf? die Gröfsen j^ und A 2 

setzen kann, wenn man gleichzeitig K in k K and k'K Ändert. Bedeutet daher 
f(k^ ein beliebiges Integral der Differentialgleichung (12.), so wird nicht nur 

7^f\nr)'i sondern es werden «ach die Functionen g^-/*(— ^j), 2¥k^~^ 
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Integrale der Gleichung (7.) werden. Umgekehrt werden, wenn D ein be- 
liebiges Integral der Gleichung (70 ist, die Functionen — D, —D ß ß 

Integrale der Gleichung (12.)? j© nachdem in letzterer k t die Gröfsenrr,, — jjh 
— A* bedeutet. 

Der Differentialgleichung (12.) genügen unendlich viel algebraische 
Werthe von f, welche nur um einen Zahlenfactor von den Werthen verschie- 
den sind, die der in der Theorie der Transformation der elliptischen Integrale 
vorkommende Multiplicator M für die verschiednen Transformationen annimmt. 
Kennt man die algebraische Gleichung zwischen dem gegebnen Modul A und 
dem transformirten X, so wird das Quadrat dieses Multiplicators rational durch 
k und l vermittelst der allgemeinen Formel 

gegeben, wo n die Ordnung der Transformation bedeutet. Aufserdem findet 
zwischen den nach k genommnen ersten beiden Differentialquotienten von M 
und dem ersten von l noch die Differentialgleichung 

15. 3f{(*-^)|^+(l-3Ae)-^-Ä3f} + ^ = 

Statt. In den Fund. JV. (pag. 77) ist ans den beiden Gleichungen (14.) und (15.) 
durch Elimination von M die zwischen je zwei Moduln, welche in einander 
transformirt werden können, bestehende Differentialgleichung 3ter Ordnung ge- 
funden worden. Wenn man aber aus denselben beiden Differentialgleichungen 
statt M den transformirten Modul l eliminirt, so erhält man für ^n.M die- 
selbe Differentialgleichung, wie oben für f gefunden worden, welche von 
töt Ordnung der Transformation unabhängig ist. Es können nämlich die beiden 

Gleichungen (14.) und (15.), wenn man 1*=1 — l\ l = \og^ setzt, durch 
folgende beide ersetzt werden: 

(n 2 {-4ilf 4 A 2 *«4-4Ä s ^j = -l 2 X'\ 

16 ' j*i x% aiog.— *•*'• di 

( dl0 *l* = y(l-4AU") == ^ÄF - 

Da nun, wenn man : , ( 

H=—l*l n , /= in.M 

setzt, die Gleichungen (9.) und (10.) mit den Gleichungen (16.) übereinkom- 

14* 
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men, so werden die Functionen jn.M Integrale der zwischen f und Ar 1 = p i 

bestehenden Differentialgleichung (12.), und zwar algebraische Integrale dieser 
Gleichung. 

Die für C und y oben aufgestellten Differentialgleichungen sind aus der 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren besondere Integrale K 
und K f sind, in Verbindung mit der Gleichung • 

erhalten worden. Setzt man für JK und K' zwei vollständige Integrale der 

erstem, 

Q = aK+y-lbK', ff t= miK'+y—lVK, 

so wird 

fl — nQ' _ (aJ+bV)d-k 9 

Hieraus folgt, dafs man in den zwischen Ä, A und y aufgestellten Differential- 
gleichungen für K und logy auf die allgemeinste Art die Gröfsen , JjLku\ 

und — -^- setzen kann. Es wird daher das vollständige Integral der Dif- 
ferentialgleichungen (7.) und (8.) durch das System der beiden Gleichungen 

17. c = r = r •<•*+**) * 

I0g * a*+ V-i bK' 

gegeben s wo a, b, d, V willkürliche Constanten bedeuten, und die Gräfte* 
K und K' gegebne Functionen einer dritten Gröfse k sind, nämlich die 
ganzen elliptischen Integrale erster Gattung für die Moduln k undfti — A?). 
Setzt man 

~ T =* r '* 
woraus 

/^T* 8 * 1+2^+2*^ + 2«*"+ etc. 

folgt, so erhält man aus der letzten der beiden vorstehenden Gleichungen (17.), 

tag, _ W~-¥-W 
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und daher 

^«+^-14Iogg' ° ' 1Pr ~ affi+J-lblogq' 
Der vollständige Werth von y, durch r ausgedrückt, wird 

y = yT^T^-^+a^+a^+^^+etc.}. 

Wenn man in diesen Formeln a, b, cl, V statt V{ßt/ \^ } V{o J+W) > 



und 



Y(a<t+bV)>Y(«<*+bV) 

q == **', logy = Tip 
setzt, so erhält man das folgende 

Theorem. 
„Die Reibe 

y » i^e^-f-a« 4 **^« 9 **^ efc. 

genagt der Differentialgleichung dritter Ordnung 

{fd*Y-\$ydyfy+2QdfY+^ 

In welcher dg das beständige Differential ist, und es wird das vollständige In- 
tegral dieser Differentialgleichung, 

wo 

* — «>+/-*» 

ist, und a, d, b, V willkürliche Constanten bedeuten, für welche 

aa'-fAfi' = 1 
ist." - ,. "' V .- 

Man kann das vorstehende Theorem aus dem ersten oben ggg$bnej) 
Theorem ableiten, wenn man beweist, 

dafs, wenn y = f(o), wo nQ = logq, ein beliebiges particuldres Inte-? 

gral der Differentialgleichung (8.) bedeutet, und man r = a J±j~}j* 
setzt, wo aa'-\-fiP±=l) die Function v 



y ~ YV+Y-ibe) 



'. ' tt U»' . / .', * i| ■ 



das vollständige Integral den Differentialgleichung (8.) tt/. 
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Man zeigt dieses leicht auf folgende Art. 

Die Differentialgleichung (8.) verwandelt sich, wenn man y = C~* setzt, 
in die Differentialgleichung (7.) 9 welche, wie wir gesehen haben, aus dem 
Systeme zweier Gleichungen , 

Anw* _ n diogfl 3 log 7 

durch Elimination von H hervorgeht. Setzt man logq = 7i(f, und für C ein 
beliebiges particulfires Integral der Differentialgleichung (7.), 

so werden die beiden vorstehenden Gleichungen, wenn man sich der Lagrange- 
schen Bezeichnungsart der Differentialquotienten bedient, 

Schreibt man r für (>* so werden auch zwei Gleichungen von der Form 

4fMV(D - *«, 73^7 = W 

gleichzeitig Statt finden. Es seien a f b, a', b' Constanten, für welche 
a jJ r bb' = \> und 

_ ag+V— iV « _ dg 

ferner 

V(C) = C«'+y-l*C)y(»-): 
so erhllt man durch zweimaliges Differentiiren, 

und daher' 

Fügt man hinzu die Fottnel * 

3r _ • •* dy _ flg 

so verwandeln sich die beiden Gleichungen 
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in die ganz ähnlichen, 

Es folgt Uerwu, dafs 4ie Function 

^(c)==(« , +Y-i*p)9»(r), 
eben so wie y((0i ein Integral der Differentialgleichung (7.) und daher auch 

1»»))- - „flu* 

ein Integral der Differentialgleichung (8.) ist, und zwar sind dies die voll- 
ständigen Integrale dieser Differentialgleichungen, weil sie 3 willkürliche Coö- 
stanten enthalten. 

Man hat oben gesehn , dafs die Reihe 

■■»ff +»^+>^+»flT+ elc. 
ebenfalls «in Integral der Differentialgleichung (8.) ist Man wird daher mittelst 
des eben gefundenen Satzes auch ans dieser Reihe das vollständige Integral 
der Differentialgleichung (8.) ableiten können, und es mufs das ans der einen 
Ffchti erhaltene vollständige Integral das Integral der andern Form umfassen. 

Es müssen daher in dem Ausdruck r = * , /T L die Constanten a, o, al, V 

ag-fy — loQ 

immer so bestimmt werden können, dafs 

Die Theorie der elliptischen Transcendenten lehrt, dafs diese Bestimmung auf 
unendlich viel Arten möglich ist. Es ergibt sich nämlich aus der Theorie der 
unendlich vielen Formen der Transcendente 0*), dafs die vorstehende fefleichnng 
immer gilt, wenn a, b, a f , b' positive odet negative ganze Zahlen sind, von 
denen a, a' und b ungerade sind, und a[ und b durch 4 dividirt nicht den- 
selben Rest lassen. Das Zeichen der den Nenner bildenden Quadratwurzel 
in der vorstehenden Formel hängt von dem Werthe der in der Theorie 

der quadratischen Reste mit (y) bezeichneten Größe ab. Ein doppelter 

Gang der Untersuchung, welchen man einschlagen kann, führt zn dieser Zeichen- 



*) Ich habe diese Theorie in mehreren an der Königsberger Universität gehaltnen Jk 

Vorlesungen umständlich auseinandergeht» und behalte mir vor, dieselbe bei einer an- ' m 

dem Gelegenheit bekannt zu machen. 
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bestimraung entweder mittelst einer Kettenbruchentwicklung oder der von Gavfs 
in seiner Abhandlung Summalio serierum quarundam singularium betrach- 
teten Summen. Die vorstehende Gleichung wird , wenn a und b ungerade ist, 
immer gelten , wofern man nur die eine Seite derselben mit einer 8ten Wurzel 
der Einheit multiplicirt. Wenn von den Zahlen a und b die eine gerade, die 
andere ungerade ist, hat man die Gleichung 

»• t+t ^iTiar + " - «±»"+»^±»'»+- 

wo tf eine 8te Wurzel der Einheit bedeutet, und das obere oder untere Zeichen 
gilt, je nachdem von den Zahlen d und b die eine gerade, die andere unge- 
rade oder beide ungerade sind. 

Die vorstehenden Reihenentwicklungen setzen voraus, dafs der reelle 
Theil der Gröfsen p und r negativ ist. Wenn dies bei q, aber nicht bei der 
Gröfse r der Fall ist, so kann man die Constanten a und b f mit y~ 1 multi- 
pliciren uqd die Constanten a! und b mit y — 1 dividiren, wodurch die Bedingung 
aa , -f**' = l unverändert bleibt, und sich r in —r verwandelt, also der reeUe 
Jheü negativ wird. Für beliebige reelle Werthe der willkürliche* Con~ 
stßtden a, a', b, V wird, wenn der reelle Theil von p negativ ist, qufh 
der reelle Theil von r immer negativ sein. Setzt man nfimlicb 

9 = — Po+piy— 1, 
so wird 

r _ «ft>+(«gi+W— < 
— { e/-* 9l y+rä 

woraus der vorstehende Satz folgt. 
Den lOten November 1847. 



S.I02 Z. 5 j^ st — £■ 



Verbesserungen. 



Z. 10 nach „setzt" ist einzufügen „und bei der zweiten die Wurzel negativ nimmt/ 1 

Z. 11 jp st i* 

Z. 13, 14, 18 ist das Minuszeichen fortzulassen. 
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8. 

Über eine particulftre Lösung der partiellen 
Differentialgleichung 

CVon Herrn Prof. (7. G. J. Jacobi.) 



1. 

JCis seien x, y, 2 recbtwinklichte Coordinaten und 

y (*» r» *) = V > vi (*» y» *) = ?n yate r» *). = cj 

die Gleichungen dreier orthogonalen Flachensysteme, in welchen man p, ^ lt (> 2 
als die veränderlichen Parameter betrachtet Für gegebne Werthe der Cogrdina- 
ten x, y, z erhalten durch diese Gleichungen die drei Parameter p, p n p 2 be- 
stimmte Werthe, und es ist daher für einen gegebnen Punct des Raumes die 
individuelle Fläche jedes Systems bestimmt, welche durch, ihn hindurchgeht 
Setzt man 

(£)*+(£)■+(£)■=*•; 
(&)'+(f-)'+(&)'=«' 

und nennt 

«> ß, y\ «n ßi, n; *>* A» r* 

die Cosinus der Winkel, welche die an den drei Fliehen in ihre* gemein- 
schaftlichen Durchschnitt errichteten Normalen mit den drei Coordinatenachsen 
bilden, so hat man 
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Da die drei Normalen selber aufeinander senkrecht stehen, so haben die 9 Grö- 
fsen a, ß, etc. die bekannten Eigenschaften der Coefficienten der Transfor- 
malionsforoej«. zweier rechtwinkligen Coordinalensysteme., . -j->. ?T ^ 

Aus den vorstehenden Formeln folgt für «ine Beliebige Function V, 

av '. ar V- , ; arV •"'■ '; ar 

und daher zufolge der erwähnten Eigenschaften der Gröfsen a, ß, etc. 

* ©+(f )+(f )'= Kf )+«(f )'+<f )■• - 

Vermöge der Eigenschaften dieser Gröfseü hat man auch 

, ■ ■ 2±*ß l y 2 = ir * ,' '• J 7 ,:! ; 

woraus durch Substitution von (i.) die Formel '"'"' 



.■!'» 



^WW^* — ***** ' 
fotgVtmd-dahe^ftuch verirtittetet einer bekannten Eigenschaft der Determinanten, 

3 3 + ^ x ty ^ z 1^.. 

-t dg oft 3& -.7" AA,*,' 

Man kann diese Formel auch folgendermafsen ableiten. Aus|(l.) ergiebt sich 

adü^ ßdy-\*ydz = -t-^?* 

a 1 dx\ß 2 dy\y % dz = ^rf^, 
und daraus vermöge der Eigenschaften der Gröften a, ß, etc. ... > 



ferner 



i. dx>+d?+4** e= ■^+:^.^+^i^. 
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Die ersten dr«i dar .YoreteÄeftden Glekkung ergeben; ' ,>i > ,. : 

dx o_ dy _£ dz __ y t '".•• ■ . ■ n 

dQ . h" 1 dg ~ h » 3ß ~T' 

' 'oft — A,' oft — Ä,' Ö P| "AT,' ( ; ( . 

i£ = f!» .§£. £ _^._ y« ' 

dQt . V ö& ""V oft ~ V 
und hieraus folgt, wie oben gefunden worden, 

Diese Formel zeigt, dafs das Raumelement dxdydz, wenn man die Parameter 
p, p M p 2 statt der rechtwinklichten Coordinöten einfahrt, durch das Element 

l^ d * ****** 
ausgedrückt wird, wie sich leicht auch aus geometrischeil Betrachtungen ergiebt. 

Will man die Gröfsen p, p l9 p 2 statt a?, y, sr in die partielle Differen- 
tialgleichung ■ ' . 

einführen, W kann man die transformirte partielle Differentialgleichung unmittelbar 
aus ide^ beitfc«. Formeln (2.) und (3.) erl^ltea, wi^ ^us (den, fplgeaden Be- 
trachtungen erhellt. 

Tflafl'detike Sich ein nfaefoeö Integral ,, welches unter dem Integralzeichen 
efcriö im^eslimilW^MÄbhiiigige Variable nfcbst ihren partiellen Differentialquotienten 
WB&fger Ordnung entkift, durch Einffthrung »euer unabb*»^iger Variafceln in ein 
anderes trafiLsfot-miH 9 und die Variationen der beidien einander Reichen Iöteferate 
nach den bekannten Vorschriften doroh paf ttelle « Integration so reducirt, daß sich 
unter den fifachen Zeichen nur floeb >, die, eiw Variation der abhängigen Variable 
als Factor findet. Die in diese Variation; unter, dep nfachen Integralzeichen multi- 
plicirten Ausdrücke müssetoVeiaandei* gleich sein. Wenn man in dieser Gleichung 
MeElemmWJni m^ohe ^esje > ^n^r ftcjka. ^okipli^rt/sind« aqf «inander ,wrApfcr 
fdhrt, so erhält man die Transformation der Function, welche sich in der reducir- 
ten Variation des gegebnen Irttefcrala jinter tfem nfyehfen Zeichen findet, und 
welche immer auf eine viel höhere Ordnung wie die Fnn^on steigt, die in dem ge- 
gebnen Integral selbst rate* dein Zeichen steföt. bt z.R F eine Function von 

15* 
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welche sich durch Einführung dreier andern Variabein t#, tt l9 tr* für ar, y, % 
in eine Function von 

v av dr er 



verwandelt, und setzt man 

— du du t du t ' 

so folgt aus der Gleichung 

fffF Ax *r A * =J£fF4dudu l dv 2 

durch Reduction der Variation der beiden Integrale die Gleichung 

. dF . dP . dF 

d ~dT d ~dT a 'JT 

j « j?F _ dx dy dz 

\dV dx dy dz 

,. m\ (in) f«) 

\ du /-\ du t J-\ du t /» 



= <Jf) 



wo ich durch die hinzugefügten Klammern angedeutet habe, dafs die zu diffe- 

dV dV dV 

rentiirenden Gröfsen als Functionen von w, w n ir 2 , F, -^— , ^ — , -~— ange- 
sehen werden. Man dehnt diese zur Transformation der Diffenrentialausdrflcke 
dienende Methode leicht auf die Fälle aus, in welchen sich unter dem Integral- 
zeichen mehrere abhängige Variabein mit ihren Differentialquoüenten befinden. 
Sie bietet den doppelten VortheU, beschwerliche Rechnungen zu ersparen 7 und 
die Resultate in einer bequemen Form zu geben. 
Setzt man in dem vorstehenden Beispiele 

*-(©+(£)■+(©•. 

und verwandelt sich dieser Ausdruck durch Einführung neuer Variabel ff, tt 19 u 2 in 
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and ist ferner, wie im Vorhergehenden, 

^.: 8x dy dz __ . •■■" 

— du du t du, ' 

so giebt die obige allgemeine Formel, 

4 Ad*V , B*V , d*V\ 



öx* ^ dy* r ö*M 

* j B dr., öv ■ dr\ 
= > ' — 

Z A WjLB 3F, dV\ 

"" düT~ ~~~ 

Wird insbesondere 
so erhält man 

Nimmt man fttr 4ie neuen Variabein die Parameter ^, p.., (*, 90 wird man in- 
folge dieser Formel aus den Gleichungen (2.) und (3.) des vorigen Paragraphen, 

■ 0'+(P+(f)'=*'(f)+«(f)'+«(f)v 



V+^!£^LJ§^ =-; 



^ 



'- Bq oft df t ~~ ~T AA.V 
unmittelbar aach die folgende erhalten: 

ä*r . d x r . d*v 



3. 



dx* ~ dy* ^ dz 1 



Die vorgelegte partielle Differentialgleichung 

d x r , d*v , e*r ft 
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verwandelt sich daher durch Einführung der Parameter p,^?, statt .der recht- 
winklichten Coordinaten x t y, z in die Gleichung 

q.J-.JI d.A.. dr 9 ._*i_.lT 

welche von Herrn Lame im 23ten Hefte des Pariser Polytechnischen Journals 
gegeben ist. Setzt man in (3.) für V jöine Function von p, 

P = A<>), und "3gÖ «/•(,), 



^ + ^+^V^H^ 



Setzt man f(Q) = 9-> so folgt hieraus 

welche Formel Herr Lame ebendaselbst S. 222 gegeben hat. — Wenn der 
Coefficient ^2£ in (2.) von w unabhängig ist, so giebt diese Formel 

*■• ~ ■ ■■«* , av , dSi _ 6 . , -•. 

m dafa Also, wenn 4JB 39a * unatoftngig tat> ; V *= u eins ! Ltetmg dort i¥»R- 
igelegteÄ parü^e« /DiJäterpÄtialgleiebuiig hl ■. . : u*. 

Ich wflljkjßi dieser Gelegenheit x noch bemerken, dafs man xfie Trans- 
formation ctelf Ausdrucks 

so wie den Werth von J, immer ans der TVariöfotmation des Ätsdirticks äa^'^äy 
-f- dz 2 erhalten kann. Hat man nämlich fOr irgend welche neue Variabein u, u^u 2 ^ 

:,da?j-df+4z 2 
= Adü^8dtf+Cd^ 

so wird u - ' 

1 t i ■ « 

und 






<> >t 
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Diese Formel in Verbindung mit der Formel (1,) 2ej$t? 

dafs der iransformirte Ausdruck des Quadrates des Linienelementes 
dx 2 -\-dy*-\-dz*rallein hinreicht, um sog fach tär&ramformation der 

3 % V d*V d % V 

partiellen Differentialgleichung g-j ^ _--{-_ = o zu erhalten. 
Ist insbesondere 

dat+df+dz 1 -= Adu 2 fA l dui^A 2 df4, 
so trhtlt man 

nnd die transformirte partielle Differentialgleichung wird 

1 A du , f A t du t \ f A % du t fl 

Die Zeichen der Wurzelgröfsea sind hier aus einem derselben dadurch bestimmt, 

111 
düf£''tfth 'Äe> Wu«elgrWsen *Wie j,'.j^ -g- 'W»Ml* 'VNMen. lli ' r >'^ 

Durch Einführung von PblarcoorAnaten statt der recBtwiiikiichten er- 
hält man, indem man 

x = ucosu t , y = trsiniiiCpstii, s =» ti sin tfi sin tt 2 
setzt, 

es wird daher für Äiesen Fall i'U : i, 4 X =V, 4* = «^siritr|, ätso 0l 
und daher die Differentialgleichung ■ • •' • •••• 

6«r , a'r ■ d*r _ n 

■aar« "r ä^Ji" öat? ~~ ü I 
durch Einführung der Polarcoordinaten in die folgende:, 

8intt '-frT-+ a«, ' » +gS-Sg = °' 
iraUffonaiat^ w«i«hea <die> b«4aurte von. Z^a**,a«fceit*Ute, (Mriri h Mg iat»v j 
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Um dieselben Formeln auf den Fall anzuwenden, wenn man statt der 
rechtwinklichten Coordinaten x, y, z die sogenannten elliptischen einführt, will 
ich die bekannten auf diese bezöglieben Relationen in der Kürze ableiten. 

3. 
Die für die Zerfällung rationaler Brüche in Partialbrüche bekannten 
Formeln ergeben die Gleichung 

i (*-g*)(*-g;)(*-rt) _ i ** y* *•' 



wenn man 






?*gir ' 



2 / v* — (g'^tö-^Hgr-**) 

t -\ — — ;*(c»-a») 

■ , . i : 5 

setzt. Es seien £, c und 9, p 15 p 2 positiv, ferner 

so werden die Gröfsen x, y, z immer reell, wenn 

und umgekehrt, wenn die Gröfsen x, y, 2 reell sind* kommen, die Gröfeen 
?, d, ?i in den angegebnen Intervallen zu liegen. Die Formel (1.) zeigt näm- 
lich, dafs die cubische Gleichung 

3. 1 =* T +. r t Ji + x _ 1 , 

durch welche l bestimmt wird, die Gröfcen q\ $, qI zu Wurzeln hat, und 
es folgt aus bekannten Principien der Theorie der Gleichungen, dafs, wenn 
x\ y 2 , z 1 reelle positive Gröfsen sind, die Wurzeln der Gleichung (3.) immer 
in den angegebnen Intervallen Hegen. ■''•'• 

Die drei Gleichungen 

!1 = —4- /* -U z% 
~ QiJ<>:-t>*T 9 i-c" 

geben* ww» man den! Parametern ^ ^ p* alle Are in den angegebnen Intervallen 



<fc <L^.J.Ucobi ß iiker die partielle Differentialgl. 0+^+]gp= t j) m l2i 

btfiadttelktti Wertbe beilegt, laHe möglichen Ellipsolde und ein - nnd zweiflächigen 
Hyperboloide, in denen die Hauptschnitte dieselben Brennpuncte haben, die xy* 
nnd xz Schnitte die Poncte der x Achse, die um b und c, die yz Schnitte, 
die Puncte der y Achse, die um y(c* — b 2 ) vom Mittelpunct entfernt sind. 

Da man die identische Gleichung ^r+ b\b*-c*) + e»( C «-y) =0 
hat, so folgt aus den Formeln (2.)* 



= o, 



r* 



Diese Formeln, welche sich auch ergeben, wenn man je zwei der Formeln (4.) 
von einander abzieht, zeigen, dafs die drei Flächensysteme orthogonal sind. 
Wenn man die Gleichung (1.) nach i. differentiirt; nnd hierauf dieser Gröfse 
fach, einander die Werthe eVel, $ beilegt, so erhalt man 

(g'-riHg'-ri) _ *' , y\ ■•■ . s« 



Ä 1 (rf-g'Hri-ri) _ ■*'■ . ,r'. 



»» 
'<*?-**)" 



Nimmt man von den Gleichungen (2.) die Logarithmen und differentiirt, so 
erhält man 

und daher, vermöge (5.) und (6.), 

CteUe't Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 2. 16 
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Bestimmt man respeclire p, (> M p 2 als Functionen von *,<*!, v s mittetet der 
Gleichungen . ; ' 1 



-6«) 






so verwandelt sich diese Gleichung in die folgende, 

9. dx 2 + df + dz 1 = Jrf« 2 -fJ 1 <*«2-j-^M 1 ''» 

wo ; 

nad daher '■"•../ 

• ' ' •. >. ^ =* j^iLM,) = (tf- $)tfr- <,])((>> -*<$). ■ •••' 

Man erhält ans (8.) infolge der im vorigen Paragraphen gegebnen aHgeiflelnenftbgeif, 

' i d*V 8 % V 8 % V 

und die partielle Differentiajgleichung g-nr + -^+^r==jvp wird, wenn man die 

Gröfsen u, u n th als unabhängige Variabein einführt, \ ^ 

_ V(AÄ t A t ) dV " : yJAAA) dV . V(AA t ÄJ dr 

du t" a Wl "t" ö^ ~ u ' 

oder, wenn man die obigen Wei#*e von -4, yl n <4 2 subslituirt, 

« ) s . ' , * i ■ ■ ■ ■ r 

welches die elegante vön'Uerrn LumV gegebne Transformation ist. Die Gleichung 

(12.) ergiebt sicb\auoft aus d^r allgemeinen Formel (3.) des vorigen Paragraphen, 

wenn man bemerkt, 1 dalö die im §. 1. eingeführten Gröfsen h, h ln h* die Werthe 

ig h LJl h — -Lift h — f d & 

annehmen,, ^Icb^^oliau^yerglei^Ming der Formel (11.) miLd^rForn\^ (2.) §. 1. 
ergeben.' \;-> .w<- 



l v 



JU 
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Zufolge der allgemeinen Formel (2.) des vorigen Paragraphen wird fttr 
«Ine belieöige Function V der linke Theil der Gleichung <12.) 

Ist 'V eine Function, der einen Gröfse q, V =s=f(ff) % so folgt hieraus 

aVfr) | e'fie) | ay(g) __ i «r/( P ) 

•~SF"T öy* T dz* "~ <*'-o*)fo'— tf) rf«' . ' . . 
welche Formel mehrerer merkwürdiger Anwendungen fähig ist. 

4. 

Der partiellen Differentialgleichung 

geschieht durch einen Ausdruck von der form ^ ' 

(fertige,' wo /> ■•/!, jf 2 , /S vier willkürliche Functionen sind. Es kann aber 
niemals eine allgemeine Lösung aus dieser particulären äasaffimetgesetzt werden, > 
weil dieselbe jedei; partiellen Differentialgleichung von der Form 

angehört, die Gröfsen U, U^ U 2 mögen Functionen der drei Gröfsen v, ti 19 ti 2 
sein, welche sie wollen. 

Vermittelst de* Theorie der elliptischen Functionen pder des -46i/schen 
Lehrsatzes kann man die willkürlichen Functionen f etc. in andere verwandeln, 
Hatten Argumente algebraische Functionen von ar, y, z sind. Es sei 

1. (A*+mH") 2 -/> 2 *(A- W-* 2 ) = (l-^Cl-A^-iöa-*^ 
Sieht man in dieser Gleichung die Gröfsen p, q^ q 2 als Veränderliche an, so 
werden m, n 9 p, a Functionen derselben. Zwischen der letzten dieser Gröfsen 
und (>, (>x? ?2 hat man in Folge des 46*fechen Thdörems die Differentialgleichung 

</<y 

16* 
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Der linke Theil dieser Gleichung ist zufolge (8.) des vorigen Paragraphen 
du + du k ^— 1 + du 2 , woraus hervorgeht, dafs die particulAre Lösung 

V=f(u ±u i ^—i±u 2 ) auch durch 

V = f(p) 

dargestellt werden kann. Je nach den vier Wertben von o, welche den ver- 
schiedenen Zeichen der Quadratwurzeln entsprechen , erhält man vier solcher 
Lösungen, welche man durch Addition mit einander verbinden kann. 

Die Wertbe, welche der Ausdruck X 2 -\-ml-\-n fflr il = 0, 4% c 2 an- 
nimmt, sind zufolge (1.): 

oder nach den zu Anfang des §. 3. gegebnen Formeln, 

bc-XÖ, 4}/(4 2 ~ (*).yy(b 2 — (T 2 ), C|/(C 2 — 4 2 ).«^ — o 2 ). 

Man erhält daher durch Zerfällung in Partialbr flehe, 

A'+mA+n _ xoj— 1 1 , yV(b % — a % ) i , s^c'-g») \ 

*- A(A— 6*;(A— c % ) ~ bc ' A "■ o^b'—c 1 ) A-Ä* ■ efte*— 4 f ) A-c 1 ' 

Entwickelt man beide Seiten dieser Gleichung nach den absteigenden Potenzen 
, von X, so erhäjt man durch Yergleiohung der Coöfficienten von y: 

ö * * — 4c "Tft^e 1 — 6*) ■ e/(e*— ••)"• 

Es ergiebt sich hieraus der Satz: 

wird die Gröfse a durch x, y, z mittelst der Gleichung 

4 _ ./ 4 ** i yV(**-*1 . *•(*'- *') 
1 — y 4c T 4/(c f — ft 1 ; ■ cV(c % -b % ) 

bestimmt, in welcher b und c beliebige Constanten bedeuten, so genügt 
jede Function dieser Gröfse, 

I 

der partiellen Differentialgleichung 

aP + ö/ 1 ' Bz % ~ u - 

Man kann dieses Resultat auch auf folgende Art erhalten und verallgemeinern. 
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5; 

Damit es erlaubt sei, in der partiellen Differentialgleichung 

B*V , d*r , B x v _ ft 

8x % ~T~ dy* "TS?" ~~ ü 

für Feine willkürliche Function einer Gröfse o zu setzen, mufs nicht nur die 
Gleichung 

. 3V, av. av ■ 

sondern auch die Gleichung 

Statt finden, und umgekehrt kann man, so oft die Function a beide Gleichungen 
erfüllt, für V eine beliebige Function von a setzen. Ein Corollar dieses Satzes 
ist, dafs kein Ausdruck a, von dem jede beliebige Function der Gleichung 

a % r , a»r , a % r _ n 

5? ■ dy % T 3*» — U 
gentigt, reell sein kann, 

Bezeichnet man die zwischen der Gröfse a und dr, y, * Statt findende 
Gleichung durch 

II(x 9 y 9 z,o) = 0, 

so wird 

an de an aria^ _ _an ma* fm 

3# de dx~ dx ' ötf 5/ ■"Jfp ötf 3* ~ 3* ' 

Es erfordert daher die Gleichung (2.), dafe auch 

<■ !gr+if)+{fr=« 

sei. Differentiirt man die Gleichungen (3.) respective nach x, y, z, und addirt, 
so verschwindet wegen (2.) der in -g-r multiplicirte Ausdruck, und man erhift 

'..,■• aa\d % . av , av 

öa (öx t + c!y , T&t 

n i e'/r a<r , a'/z a* ? a % n a*\ ja'/r , am , a»/ri 

= ~ *ta<ra*a* » öaö/ö/"« aedzdz) la* 1 +15TT &,»/• 

Der erste Theil des Ausdrucks rechts vom Gleichheitszeichen reducirt sich aber, 

an 
ihn mit -g— wullipücirt und die Werthe (3.) substituirt, auf das nach o 



genommne partielle Differential des Ausdrucks 

Ist daher die Function 77 so beschaffet), dafa die Gleichung (4.) identisch er- 
.fällt wird,so verschwMet dieser Theil und man erhalt 

öjt(öv , sv , SV) _ a*7z , a % n , aizz 

Sa \dx % ' öj f " a* f j — dx* "■ öy* + ö*« ' 
Umgekehrt hat man die beiden Gleichungen 

wenn a als Function von x, y, £ durch die Gleichung 77= bestimmt wird, 
und die beiden Gleichungen ...•'.,";. 

und zwar die erste identisch, Statt finden. Man hat daher den Satz: 

: Weite «ine Gröfce a ab Function von x, y, z durch die Gleichung 77= 
bestimmt wird, in welcher die Function 77 der partiellen Differentialgleichiög 

O'+(f)'+®-=0, 

Genüge leistet», und mm, anfserdem 

&r*T ö/ * Tg,! — u ... 

hat, so ist eine willkürliche Function der v Gröfse a, 

V = f(a) 
•eilt. Lösung, der partiellen Differentialgleichung . .,; •>; 

Wenn 77 in Bezug auf x, y, z linear ist, so findet die zweite der Bedingungs- 
gleichungen (5.) von selber Statt. Man findet daher in diesem Falle als Co- 
rollar (ibS; vorst^enden v Satzes dem folgenden : 

Wird eine Gröfse a als Function von x, y, z durch die Gleichung 
■ : ' v Äx+By+Cz-1 = ' v 
4 beatttattitv fa W^lch^r -i, 8, C beliebige Fmetionfln von a ftttftetttoft, 
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i:/ Genüg* leisten^ so tot jede Function Tön ff, 1 

eiM 'Lb&Mg dfer partiellen Differentialgleichung ' ;> ." 

Der oben mit ! Hülfe des Melken Theorems gefundene Satz 3. .$. 4. ist ein 
specieller Fall des vorstehenden. In der Thal findet für 

4 _ *V-i » _ V(*<b*) , u/_ •(*'-«') 

die Gleichnng A 2 -{-B*-\-C 2 = Statt. Man sieht aber an» ta* vorstehenden 
allgemeinern, dafs man in (3.) §• 4. links vom Gleichheitszeichen {Statt 1 eine 
beliebige Function von a setzen kann. Man sieht leicht, dafs derselbe für 
jede Zahl Variabein gilt. Für n — 2 erhält man auf diese Weise die "bekannte 
allgemeine Lösung der partiellen Differentialgleichung 

denn es folgt in diesem Falle aus der Gleichung Ax m -\^By = l, in welcher 
JP-f^J^r^O, daft -T — v+yy— 1; es wird daher tf, als Function vpa .4/ 
eine. Function, derselben Gröfse, und man kann daher für V eine beliebige 
Function von* x-\-y /— i setzen. 

6. . , . , 

Eine Function P, welche der partiellen Differenti^gWcbung 

genügt, ist bestimmi, wenn sie auf allen Functen zweier Vdn den §. 3. be- 
trachteten confocalen Ellipsolden gegebne WertSe aimiAÄt; 1 ^ ^ ^W^Ä 1 
suchen, wie diese Werthe beschaffen sein müssen, damit der allgemeine Werth 
von P die im §. 4. angegebne Form 

erbalt, wo die Gröfsen u, « 1} « 2 dur^fc. die Gleichungen des §. 3. mit den 
reehtwiaktichten Coordinaten <p, y , * verbunden «ad v ; 
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Den gegebnen confocalen Ellipsolden entsprechen constaate Werthe von 9, 
die ich mit <>° und p 1 bezeichne, und daher auch constante Werthe von «, die 
ich entsprechend ti° und ti 1 nennen will,; so wie V° und F 1 die entsprechenden 
Werthe der Function V sein sollen. Setzt man daher 

^ l(ll o +tfll /_l_„ I )4-/;(ttO_ ttl y_l+« 2 ) == y^-i-u,), 

/• 1 (« 1 +tt 1 |/-l-tt 1 )+/;(« 1 -« 1 |/-l + i« 2 ) ss = ^(•».•-l--«.), i 
so wird 

f 1 = 9>1 (tt 1 y— i-j*^)+vi(«iy— 1— «2). 

In diesen Formeln ist 

Setzt man 

so wird zufolge des -4fa/schen Theorems, 

y ((T .-ff (T .-o) = y- lrftf '± dtf '- 

Es werden also die beiden der Gleichung (1.) genügenden Werthe von % 
die ich r t und r 2 nennen will, respective Functionen von u^— 1-f t^ und 
1*1 y— 1 — « 2 , und es erhalt daher jede von den Functionen F° und F 1 die Form 

wo i?! und iT, beliebige Functionen sein können. 

Aus (1.) folgt, wenn man der Gröfse X die Werthe £% c 2 beilegt, 

^+«>«yc(<-Ä«-*ö(rf-*)),. 

oder zufolge 4er Formeln (2.) $.3.: 

*»— c* ~~ rV-6") •(©*— O ' 

c'+t» __ 3 , ,y , (c t — T) 

Die Addition dieser beiden Formeln ergiebt 



.7 






^.,1/ 
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In diesen Formeln sind <>, yV— **)» VOp 2 — O die halben Hauptachsen des 
EUipsoids. Man kann daher 

f = sin, 7> ?(^=^ = 0037 l cos& > V(Q %Z -c*) = C0S1 ? sind 
setzen. Setzt man ferner 

r = A 2 sin 2 /+c*cos 2 /, 
wodurch 

so verwandelt sich die Gleichung, durch welche r bestimmt worden, wenn 
man die verschiednen Zeichen der Wurzelgröfsen berücksichtigt, in 

1 = cos*?cos(f+#), 
woraus 

o(<±») = ±, ±i'-l*i(l±») = £*, 
folgt. Hieraus ergeben sich die vier Werthe von /, 

t= +£+y-ii gi±*M, 

— — r * cos 17 7 

von denen jedoch je zwei, die einander entgegengesetzt sind, hier nur für 
einen zu rechnen sind. Nennt man t t und ^ zwei nicht blofs einander entgegen- 
gesetzte Werthe von /, so kann die hier betrachtete besondere Form, welche 
die Function V für p = p u und q = q 1 annehmen soll, V = /7i(r 1 )-f /^(^ 
auch durch 

dargestellt werden, da eine beliebige Function von % auch eine beliebige Func- 
tion von / ist. Man hat daher den Satz: 

Wenn auf den beiden gegebnen confocalen Ellipsolden, 



J 1 _ i 



»'■ y % 1 »' -1 

die Coordinaten der Puncto durch zwei Winkel tj und & mittelst der Formeln 
,i 4 , a?«9*sinf?, y = ^ f2 ~* 2 )eosijcos* 5 ar = ^ ta — V)cosi?sin#, 
> ^ar^^sin^, y??=V(^ i2 — * 2 )oqsi»cos*, zmjfa it --tf)6Q*Tinn& 
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ausgedrückt werden, and die diesen Puncten entsprechenden Werthe einer 
Function V, welche der partiellen Differentialgleichung 

e«r, a»r_ L e , r_ A 

genügt, für jedes der beiden Ellipsoide die Form 

annehmen, so erbalt der allgemeine Werth von V die Form 

wo t\> F Z i jF„ F 4 willkürliche Functionen und <*£, og, o» o* die vier 
Wurzeln der Gleichung 

1 _ / 1 ** i yVl**-**) i »•(g , -Q 

sind. 

Setzt man 

, 1+ sin 77 Ä , 1 — sinn /l — sirn? «* 

log— 1 - — - = # 19 oder '- = t/— — — £ = * % 

so erhält V in dem hier betrachteten Fall auf jedem der confocalen Ellipsoide 
die Form 

und genügt daher der partiellen Differentialgleichung 

■ yri, e»r _' -■ 

In demselben Falle hatte aber auch V auf jedem der confocalen Ellipsoide die Form 

V = y(«iy-1+ir»)+^(iiiy-i— tfc) 
und genügte; daher der ganz ähnlichen partiellen Differentialgleichung 

B % r , e»r _ n ;,r ; " -^ 
.;,. ;^T"35T ~ ■..-'■■■ i« i 
Was die Gränzen dieser verschiedenen Variabein betrifft, so ist zu bemerken, 
dafs, während die Gröfse £ alle Werthe von bis 2tt, die Gröfse & t alle Werthe 
von — oo bis oo annimmt, die Werthe von u x und th immer endlich bleiben. 



. Um die Gröfsen u, u iy u 2 auf die übliche Form der elliptischen Integrale 
z« jreduoiren, fühlte man statt der Gröfren p, (* M (> 2 Winkel eh* > welche von 
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bis \n wachsen oder abnehmen, wenq p von c bis oo, p t von 6 bis c, p 2 von 
bis 6 wächst. Zn diesem Zweck setze man 

..-..Vi-. <» =vc^+<« 2 -*> n ^)v 

woraus 



tangjgrfy 



fok^ jvnd daher 

Ferner setze man 
woraus 



v$=£r*-*-v-*=£ 



9 



i . — 6esinopcosop , . 

7=F** — y(c»cosV+VsinV)^ 



folgt, und daher 



. — dg A . f rfy 

Endlich setze man ■ « t ., „ 



woraus ° 



p 2 = ftsinv* 



ima '- '•'•• :: '-'—•■" ; - •> ••< ■■•••••' ■••"•■_•• ■•■«•■•.•■■<•■> ■••■ ■■■'■- 

so wird nach der Legendreschbn Bezeichnung, 
Setzt man 

so etfeMt mÄtt lach i}ep ypn mif eingeführten Bezeichnungen, wenn man überall 
den S(odnl k hinzudenkt, wenn kein .anderer angegeben, ist, 

und daher, wenn man noch die Fcnwini^) f^ 3. ; *fy ^ i äfljfoiiiän^-' *-* ^^' 

17* 
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sinrj = — = 2& = ^amr 1 staam(r 2 ,#), 
cosqcos* = V{ 9 *-b*) ~ *7(c'— Ö = «osam^cosamte, *'), 
cosi?sm# = T^rrp) = c^-O*) = 8mamr 1 ^am(r 1 ,*') f 

Um alle Puncte des Ellipsolds zu erhalten, mufs man dem Winkel & alle Wertbe 
von bis 2 n und dem Winkel r\ alle Werthe von — \n bis |ft, oder der 
Gröfse v t alle Wertbe von bis 4K, der Gröfse r 2 alle Werthe von — K' bis 
-j- K ' beilegen, wenn man, wie gewöhnlich, mit K und K 9 die ganzen Integrale 

K — P n d * K' — f * d V 

Ä ~J i(\— »•sin»' Ä ~y V{i— i^'sin^) 

bezeichnet 

Will man das im vorigen Paragraphen gefundene Resultat in der gewöhn- 
lichen Bezeichnung der elliptischen Functionen darstellen, so erhält man den Satz, 
dafs durch die Substitution 

tanir£ = tangam^ _ sinami^amfa, V) 
° sincoam(t? t , kf) cosam^cosam^,, V) ' 



f 1 -f^/am t; ft sin am(t; t , K) 



die partiellen Differentialgleichungen 

in einander übergehen. 
Aus den Gleichungen, durch welche in dem Vorhergehenden tangd 
und «r* 1 bestimmt worden sind, ergeben sich die Formeln, 
.^ JycostfJ J (\p, V) d Vi +k* sin q> C08(p9inti/ dv t 

» q, —Wsiiupc o&ipünM/dVt+Jyc os ipJiy , V)dv t 

***= l-J«V«n> 

Hieraus folgt nach mehreren Reductionen, 



etil 1? 



W±«f«<*7- «•+*i~i=?353r i «*«+*fc 



woraus sich infolge der $.2. gegebnen allgemeinen Formeln sogleich die Trans- 
formation der partiellen DUFerentialgleichung -^-r.-}--|ri- = in die partielle 
DifferenÜal|kk*oaf|^+|^F*»e^iabl. .< 
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8. 
Man hat in §. 6. gesehn, dafs die Function 

der partiellen Differentialgleichung 

genügt. Es mufs sieb daher diese Function als die Summe zweier Functionen 

respective von t^-f r 2 y-i und von v l — v 2 ^i darstellen lassen, wie sich auch 

aus bekannten Formeln der Theorie der elliptischen Functionen ergiebt. 

Man erhalt nämlich aus den Formeln des vorigen Paragraphen 

cost;(cosi»-f/-1.8fn») _ ^ |+ ^/. 1 
1-f-sioi/ 

cosamt? t cogam(t; t , k')-\-V-i8in*mv t Jum(v ty V) 

1 -j-^am v t sin am(t? t f kf) * 

Da (Fuqdam. pag. 34) 

sk.amfo,*') = — y-ltangam(r,y-l), 



so wird 



cosamC*,*') = ^n^^, 
v 2 > ' cosam(t; t y-l) ' 



a-J.+jZ-i cos am v { -f /■»! sin am p t Jum (v t V-\) ^ 

~ rmT ' cosam(t; t ^-l) — /-l^amv l slnam(t; 1 /-l) # 



Multiplicirt man Zähler und Nenner des vorstehenden Bruchs mit 

cosam(r 2 |/-l)-f |/-l^/amr 1 sinam(r 2 ^-l), 

und bemerkt, dafs 

cos , «m(r 2 ]/-l)4-^ 2 amr 1 sto a am(r a y-i) == 1— #8in'amMn*«n(r 2 y'-l) $ 

fentar die Fundamentalformeh 

cosam(tv4** 2 y«-l) 

ii otsanr t C08att(» t /-1)— fiaamp, Jmmv t sin am (*,•-*) Ja» (»,•-!) 

~ l-^sin^m^sin'amCi^-l) ' 

sinamto-f^V-*) 

8inamt? 1 cosam(i; t /-l)z/am(t; t y-l)4-staaa>(u t y-l)aoiaaiü t Jaaiv, 

— l-tfsin'am^sitfantof'Tl) : ' 

so erhilt man 

#^+^-' = wsamto+r^H^ 
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und daher auch, wenn man das Zeichen von )/-l ändert, 

Hieraus folgen die Formein 

amfo-f t^-1) = * + » l y-1, 

am(r 1 -~r 2 y-l) = &— ^^-1, 
aus denen sich sogleich der zu beweisende Satz ergiebt. Die §.7. gegebnen 
Formeln können dazu angewandt werden, aus den. Gröfsen ^ 

swamviv cosanu^, Jb/üVi* 
fiin am (?2>> *0 r cos am (v% , #) f ^ am (r 2 , #) 
den reellen und imaginären Theil vo^.am^-j-j^-rl) *a berechnen. Diese- 
Formeln zeigen, dafs, wenn man 

setzt, wo Vi und r 2 reell, r 2 tmschön —K' und -f ^\ und v t und # gjeich- 
zeitigO sein sollen, die Gröfsen r 2 und# x immer gleichzeKig positiv traÖHe^atiV 
sind, und die beiden tVinkel^fot^ uiid # immer in denselben Quadranten liegen, 
welchen Werth zwischen —K f und 4-Ä' auch r s ^nn^nuqt. Nimmt man am^ und 
& in einem beliebigen Quadranten, tind läfst v 2 sich einer seiner Gränzen K 9 
oder — K 1 nähern, so nähert sieh "& dem nächtfen ungeraden Vielfachen von 
+ \n, und fällt mit demselben zusammen, wenn v 2 = + K' wird, wie auch der 
Werth von v L beschaffen ist. Wenn gleichzeitig ^ = 0, oder ein Vielfaches 
von + 2 K und ty *= -f;^' fttjer ; — K\ so wird respective #! = -f «> oder 
— 00 und & u^bestfflunt t .,. , .v • .; . : ;.! i: y 

Ich bemerke noch die Formeln, 
cos-nam^-f- r 2 y^-l)-f cos-nam^ — r 2 |M) = (^!+,f"*)WÄii 

y-rl {cop .Hfiptat-!: : r«ym) — cos. wamty— p t )/-4)} *== («"*>^-^)«P»#, 
sin-nam^-f r 2 ]/-!) + sin. nam^ — r 2 ^) ( -^^+,#^)Bini^,i 

y-ljsin.namCri — r 2 ^-l)— s^.mam^ t r}rr t y-l)} = (e n *> — *-"**) co$n&. 
Diese Formeln ceigan, dafe filr einen positiven Werth von *, der erste und 
vierte und eben so der zweite tald dritte Aufdruck, wenn n ins Unendliche 
wächst, selber ihren absoluten Werthen nach tos Unendliche wachsen, während 
ihre UnteBaohied». imeadltch klein werden, ♦ ».. ... 

Berlin, den lOten' Juli 184T. • 
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9: 

De seriebus ac differentiis observatiunculae. 

. v (Auct. C. G. /. Jacobi.) 



JT roponatur series 

-»oj -^1V «»2* -«3 9 ' • ' 

eiusque aliae post alias formentur differentiarum series, ac denofetur (n-}-l)tus 
terminus iwtae differentiarum seriei aigno 

J m A n . 
Consta» inter terminos 4 m A H innumeras locum habere relationes lineare*. Soilieet 
ex arkitrio sumtis inter binas quanütates -4 et -4—1 aeqttationibus ipsius A 
regpectu iden ticis, quae sane habentar numero infinitae, singfilae e singulis 
eritmtir aequaüones inter terminos 4 m A H . Etenim com fanctionem quantitatum 
&\ety rationalem integram qnamcanqae f(x,y) habere Hceat pro aggregato ter- 
minorum x n y m lineari, si statuitur 

F(x,y) = (*-y-im*,y)i 
erit jP(x, y) huiusmodi terminorum x n y m aggregatum tale, quod evanescit po- 
nendo x— y— 1=0 sive 

x = A, y — A — 1. 
Jam dico, quod per principia nota demonstratur, aequationem F(x, y) = sive 
F(A,A — 1) = tarn quoque locum habere, si singulis productis A m (A — 1)* 
singuli substituantur termini differentiales J m A n . Unde hoc habetur theorema: 

Theorema I. 
Ex unaquaque aequaiione inier quanütates A et A — 1, vi aequar- 
tione lineari inter terminos A n (A — l) m spectata, emergit formula dif- 
ferentialis, dummodo singulis terminis A n (A — l) m substituantur termini 
differentiales J m A\ 
Theorema reciprocum eo patet, quod posito A n = A n , fiat 

J m A n = A n (A~ l) m . 
Theorema antecedens etiam tum valet, si termini J m A n in infinitum 
excurrunt, dummodo certo ordine progredientes convergant. 

E quaque aequatione inter quanütates A et -4—1 identica, si ipsi A sub- 
stituitur — (A— 1), similis derivatur identica inter quantitates —(-4—1) et — A. 
Unde si öequationi identicae propositae forma induitur aequationis inter quanti- 
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tates A"(A — l) m linearis, ex ea alia obtinetur ponendo cuiusque termini 
A n (A — l) m loco terminum (— \) m + n A m \A — 1)\ Hinc sequens fluit 

Theorema II. 
Ex unaquaque relatione lineari inter differentias J m A m altera 
obtinetur, si in locutn cuiusque termini A m A m ponitur terminus 

<—\y+*A*A m . 
Formulae duae elementares, 

A m A = A m — $nA mmmi -\ j—g — in.2 • ••A-«oi 

A m = ^A {) ^mJ^A^ ! ^^^ 2 A.^A^ 

per theorema II. altera ex altera fluunt. Secundum theorema I. altera er 
evolutione potestalis (4—1)'% altera ex evolutione potestatis A m = ( A — l-fl) m 
eruitur. Alia varia praetereo exempla, quibus theorema generale L illustrari 
possit. Addam tantum concinnam demonstrationem duaram insignium forma- 
larum , quas Eutern* olim in Calcalo Differentiali tradidit. Iuvenil Buleru*, 

posito 

r . x 
x = -rf — sive y = i , 

fieri 

A {) x -f A x x 2 -f- At x* -[- A 3 x* -f etc. 
= Avy+JAu.f + JtAv.yt + J'Avy+elc. 
Quae transformatio sequitar e formula 

JL 



1— Ax ~ i— (A—W 
functione altera secundum ipsius x 9 altera secundum ipsius y potestates ascendentes 
evoluta, et secundum theorema I. in locum quantitatum A n et (A—t) n terminis 
A m et J n J positis. 

Secondo loco, posito 

f(x) = a-\-bx-\-cx 2 -\- dx*-\- etc., 
alque 

£ = a-4ü-f bAiX-^cAiX 1 -^ dA}X?-\- etc., 
invonit Eulerun fieri 

: .-. + 1.2.3^ .**• + elc ' 
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Demonstratio transformationis prodit e formola 

parle altera aecundum ipstui \A&, altera tbeorematis Tayloriani ope sectradjam ipsius 
(A— \)x potestates evoluta, ac deinde ipsis-4% (A— i)" mutatis in -4 n , J n A<>. 
Serie 

"*'":■'• - 4 £ KW) ■• fl(ß+i)(fi+2) 

proposita, fit 'differentiarum series prima j 

ß-r ß-r _J_ ß-y ß(ß+D ß-r ßV+mß+q . 
y ' T~ y-H' y. (y+Wy+2)' y "(y+*)(y+»Kar+S)?; elfc » 

seeunda, 

(Mtf-H) (l-yW-y-i) l (l-y)(l-y-i) /?(/?+ij ' 
r(y+i) ' y(y+i). .,.V+2' y(y+i) 'R^fr+V etc - 

et ita porro. Generaliter ai seriei propositae terminos denotamus per 
eilt 



. _ ß\ß+i)....(ß+n-i) 

?* ~ y(y+i)..-.(y+»-*)' 



1 ^^ (^-y)(/»-y-i)»->(/y-y-m+l) 
^^> — y(y+i)....(y+^-i) ' •"< t 

ae getteralitis 

A _ (ß-y){ß-r-i)....(ß-r-m^).ß(ß+i).:..(ß+H^i) . 

• ^ ~* ~~ " y(y+*)(y+2)....(y+m+H~i) ~ ,;„, 

Hfilo eraitür 

Theorema IIT. ""' 

Quaecunque inier quantitates A*(A—\) m habetur aequatio linearis, 
iusta manet, ei in ea ipsis A n (A—\) m substituuntur quantitates 

, (ß-r)(ß^r-i)--(ß-r+^-^^ß(ß+i)'-(ß+^-i) 

t\ ~* y(y+i)(y+*)--(y+^+^-i) ^— ^. : 

designanlibus ß et y quantitates quascunque. 

Appliceraus hanc propositionem ad aequationem quae naecitur evokitione fractio- 
bui aequalium, > ; . ,. 



"» . m • . I 



, (i-^)« — (l-*-(^-l|*)«V 
▼el, si placet, in, 0» orampte Euleripw posteriore fqumy» f(<*) ==(1—*)^ 

CreUe'» Journal f. d. M.' Bd. XXXVI. Heft 2. 18 
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, a.ß ■ a(g + l)./9(/?-H) . . «(m+i)(«+i).ß{fl+i)(ß+2) . ■ 
2 + r7 + l-2.y(y+D + i.2.3.y(y+l)(y+2) ^"f 616 - 

Series uncis inclusa e proposila provenit ponendo a loco ß, y— ß loco a, 
* . loco ar. Qua igitur similiter atqae proposita transformata , obtinetnr 

< , «(g-y) x | «(a-H).(/?-y)0?-y-l) x' ■ 

1 "l T^ i-x~T 1.2.y(y-H) (1— x)** 610 - 

Ä * ( (/>-" y)("-y) T I 0»-yW-y-r*)>(«-y)(— y-^ g» i ^j 

(1— jf)p-r\':- i.y ' i.2.y(y-|-l) ■" T 

Duabus ianctis transformationibas eruitur formala celebris Buleriana, 

1 +7" # + - 2.y(y + l) * + >2.3. y (r-HlKy+2) ^+ eU5 ' 

< f! | ^-^(«^y) -. | (/»~y)tf-y-in(«-y)(— y-0-, , Dlt .] 

— (l_ x) «+/»-r I 1 T y * + 2.y(y+l) * + «*}• 

(V. Inslitutt. Calc. Int. t. IV pag.245; Nova Acta t.XII pag.58.) 

Demonstratio harum transformationum antecedentibus tradita in eam redit, 
quam dedit Cl. Pfaff ineunte anno 1797 in Commentatione, 

Observationen anulyticae ad L. Euleri inttilvtionum calculi integral»» 

VoLlV Supplein.il et IV, 
quae Supplemento Hisioriae tomiXl JSovorum Aclorum Petropol. inserta 
est. Idem vir eodem loco alteram Eulerianae formulae addidit demonstra- 
tionem, innixam lemmati elegant! , 

pro nwnero l integro posilivo posiloque s = l-\-m-\-n-\-p— 1, fieri 

. ■ l.m.n . /(/ — i).m(m — l).w(w — 1) , 
1+ l. P .«"i l.2.p(p+i).s(t— 1) t~ eUi - 

(/>+w)(y+m+<)--(r+»-Ff-i)-(^+^(i>H-'»+i)..(y-H»+/-i) 

— p(p-j-l)..(p-f-/_l).(p+m + »)(^+m+»+l).:(/»+m+M + /-l) 
_ n(p—i)n(»—l)n(»—m)lT(s—n) 

~~ aip+i— i)ja(p+m—i)a(r+nr-ri)aa' 

Quod lemma, Cl. Pf äff demonstravit, si pro aliquo ipsius / valore valeat, va~ 
lere idem pro valore ipsius / unitate maiore, unde pro ipsius / valore integro 
positivo quocunque valere sequitnr, cum pro /=1 fecile pateat. Eius autem lem- 
matis ope Cl. Pfaff ipnim transigendo mnltiplicalionem per hetorem (1 -raty-"* 

in serietn evolutum prodire fohtatan Bukrianäm demonstravit. 

'.I 
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Lemma commemoratam >( q*od iaftile paletad valores ipsiüs * itrtegros 
positivos non restringi, peti potest e transformatione seriei generalioris 

1 i.y.v ■ 1.2.y(y-f l).y(y-f *) l ' 
quam dedit CI. Kummer in Diar. Crell. t. XV pg. 172. Placuit autem, data occa- 
sione, commentationem CP. Pfiff mmis latente loco publicatam ab oblivione vindi- 
casse. Addo eum ibidem modo concinno traditas transformationes transcendentte 

1 l.y ' 1.2.y(/ + l) » 

exhibere, scilicet formnlis, 4uarum quantitatum r et ]r\ oommutatioaem permit- 
tentibus, 

..... ^i^^ J+ ^-i; ; ^y + v +H 

~ l ^i.pi + x r l.2.p(p+i) (l+jrp^ 
Qnae transformationes pro valoribns saltem constantimn certos limites non egre- 
dientibas de luculenta etiam fluunt transcendentis expressiope p$r integralia de- 
finita, ab Euler o in Institt. Calc. Int tradita. 

AntecedenUbus obiter. adnotatis, iam de seriebus ac differentiis theorema 
hoc propono, propositione I. generafius: 

Theorema IV. 
Proponatur series 

,4j f A^ i% • • A^ m ,.. •» 

eiusque designetur m ia differentia per A^; seriei 

designetur n ia differentia per A timtn ; seriei 

designetur tf a differentia per-Ai,*,*,*, *t ^a porro: quibus positis, in 
akquatiene idenütu quacunque, intet quantiUUes 
? A i A — 1, Ar- 2, 4—3 etc. 

töcum habente atque ut aequatione Rneari inter q*UhÜtate$ huiusmodi 

18* 



1,1 1 ■■ 
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.,:■ NtMbüa t ffwimtitaübus UBs 9ub$tilkere licet termim* 

Tbeorema traditum pancis exemplis ilhwtrabo.. 
Posito 

_■•:■.. r i= iog(i+*)». • 

^r=l + J r+ ^£-l-^£l+elc. 

-. «* «l-j--4a?+^(.i4-l)^+^(^-^lX4-«)^ + etc. 

=(l+x)jl4-^l)<rf(4-iX^--a)^+(^-lX^-2)M-3)^ + etc.j 

et ita porro. Hinc secundum propositionem traditam sequitur, posito y =log(i-f x), 
fieri 

.„ ..... M4ar+4»^.+^j5-+ •*%«■•...:■:. ..•:, 

«•«•.•••■■■: ^(t^^{i+Jo, 1 *+AM^4-A M) iÄ+ etc -l '";■■'• 

et ita porro. 

Cl. Slirling olira in Methodo Di/ftrenäali dedit formulas, 

: -, ■ v - ■» ••• . 

-^=— +4 + 4 + ^+ etc. , 

_ 1 , J , ^(j-l) | '" J(J-l)(J-2) , 
— x '*(*— 1) ' *(*— 1)(*— 2)T JP ( jr _i)( jr _ 4 2)(x-3) T ' sw '• 

~~ x-1 T (jr— i)(*-^8):T <*r-*X*— 2)(*< r 8) r («;r-iX*— »X*— 3)(«*-4) •" eic ' 

1 ■ A-2 •-, - (J^g)^^) (Jw2)(J-3)(J-4) 

... T ^2 T(*-?X*^3) r <j£^p=$j(r=lj T (*— 2)(x— 3X*— 4)(*— 5) ' eM5 ' 

et ita porro. E quibt» per 1 propositfonem traditam emergant sequentes: 
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'■'::• >^+p+i+ *■•■.':.. 

jt T x(**-i) ~ jr(jr— l)(jr—2) T jF(jf^l)(x— 2)(*— 3) 

* I Ai I Am | Ai,M i_ ate 

— x —\ T ( jr _i)( jr _ 2 ) T ( jr _i)( JC _2)( JC _3) T (jr_l)( x — 2)(x-3)(jr— 4) ' ""• 

____ 1 j -Auyütt , ; . t i • . . ■ • ■ ^Wi 1 . I : i ■^o > q > i > i > i - i Ä *~ 

~ i=2 "•" (*— 2)(x— 3) "T (*— 2)(x--3)(jr^4) ^ (s— 2)(jr-3)(J— 4)(jt— 5) » eU5# 

et ita porro. Generalior formula sie eruitur. % 

Data funetione f(x), formetur series 

ftx), f(2x), f(3x), f(4x) etc., 
eiusque differentiarum series prima, seeunda, tertia etc. Quarum serierum ter- 
mini primi si designantur per 

V 1 ^), vV(ar), vft*), etc. 
habetur nota interpolationis formula, 

f(Ax) = fW+iA-DV'ftxn < J -* t )y-*> V*fix)+ etc. 

Unde theorematis IV. ope fluit hoc 

Theoreme V. 

Detur quaeeunque series 

ilo, A lt> -Aj, ^ 3 , wc., 
ttfytf* 

porro «7 

J^a^A^x^A^Oi^-^A^a^ etc. = S; 

tfoto valoribus quantitatum 

A*)* A»*)* A3*), A**)* ** 

MTUm quantitatum jbrmentur differentiarum series prima, seeunda, 
tertia etc.; quarum terrmni primi si vocantur 

V?0r), vVOr), vY(ar), «fc. 

fit 

S = 4>A*)+ ^^(^+^1,1^^+^1,1,1?^ + etc - 
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Formula antecedente theoremate proposita analoga est Eulerianae supra 
traditae, quippe differentialium functionis f(x) in formula Euleriatta locum in 
hac formula tenent primi termini serierum differentiarum, quae de serie f(x\ 
f(2x), fßx) etc. derivantur. Theoremate V. patetc, ponendo 

si unquam perveniatur ad seriem sive totam evanescentem sive in quantitates 
evanescentes desmeutem, seriei £ obtineri summam finitam, 
Berol. 25 Juli 1847. 
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10. 

Über Curven dritter Ordnung und die Kegelschnitte, 
welche diese Curven in drei verschiedenen Puncten 

berühren. 

(Von Herrn Otto Hesse, Prof. der Math, an der Universität zu Königeberg.) 

(Fortsetzung der Abhandlangen Ko. 10. undNo. 11. 2Sten Bandes.) 



%V ran man durch f eine homogene Function dritter Ordnung von >den Va- 
riabein x xy x 2 , a? 3 bezeichnet, so wird die Determinante y, gebildet aus den 
zweiten partiellen Differentialquotienten 

ay d % f d x f 

dx\ ' dx x dx t ' dx x dx % ' 

d % f d*f d % f 

dx % dx t ' dx l ' dx % dx 9 9 

ay ay ay 

dx % dx t ' dx 3 dx t ' dx\ ' 

wieder eine homogene Function der dritten Ordnung, welche ich in meiner Ab- 
handlung „Über die Elimination der Variabein aus drei algebraischen Gleichun- 
gen vom zweiten Grade mit zwei Variabein (Bd. 28. S. 68)" mit dem Namen 
Determinante der Function f bezeichnet habe. Dieser Bezeichnung werde 
ich mich auch bei der vorliegenden Untersuchung bedienen, welche als eine 
geometrische Interpretation und Erweiterung der in der ciürten Schrift ge- 
wonnene* analytischen Resultate anzusehen ist. 

Wahrend nun die Bestimmung der Determinante einer gegebenen ho- 
mögdnen Function 3ten Grades von drei Variabein nur die einfachsten anaf- 
fytischen Operationen erfordert, fahrt die umgekehrte Aufgabe: „Diejenige 
Function 1P zu bestimmen, deren Determinante eine gegebene homogene Function 
3ter Ordnung von 3 Variabein ist," auf eine Gleichung 3ten Grades. Denn 
jd* tytbe in der citirten Abhandlung S. 89 bewiesen, dafs die gesuchte Function 
von der Form 

sein mufs und dafs die Determinante * einer Function von dieser Form, wieder 
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dieselbe Form 

hat; wo D und J homogene Functionen m der Constajiten d und d f von d#c 
Sleri Ordnung sind/ Auch' die Bildung Ä*r ^ünfctiöiien'WiÄe ibfa ^d^glbM^ 
Wann * gleich f werden. soll, so muft s/ , /'ri ' ;« •> % -\) ***Hi 4 >#/ 

sein. Dieses sind zwei Gleichungen dritten Grades in Rücksicht auf ,#0 zu 
bestimmenden Gröfsen d und d , welche 9 Auflösungen zulasse^. Da aber 
sowohl D als J homogene Functionen dritten Grades sind, in Rücksicht auf 

d und <?, so werden -t, und -77 Functionen 3ten Grades der einen Variablen -r- 

sein. Führt man diese statt d als Unbekannte ein, so finden sicl^ die bpi^l 

Unbekannten d und -r* aus den beiden Gleichungen >!r;i 

rf 7 

Die zweite dieser Gleichungen giebt drei Werthe der zweiten Un- 
bekannten. Setzt man diese Werthe in den Theil rechts der ersten Gleichung, 
so erhält man für jeden Werth der zweiten Unbekannten drei Werthe der 



») Die Bildung der Functionen D und J ist S. 88 durch die Formeln (Bf.}' 

angedeutet. Die Gröfse Ä zu bestimmen, dienen die Gleichungen (32 # . S. 83), in wel T 
chen die Gröfsen a und 6 die Coefficienten der Potenzen und Producte derVariab&Ih h* 
den Functionen f und <p, also bekannte Gröfsen bedeuten. Löset man dies#, in Aücfcj; 
sieht auf die ,6 Producte x^x^ # x x %> x * T v x % x %y Fr^it x i x % linearen Gleichungen auf, 
so als ob die 6 Piröducte die Unbekannten wären: so erhält man , wie ich nachgewiesen häb6£ 
Gleichungen von der Form (33*.), in welchen X den gemeinsamen Nenner der UahektRpte* 
bedeutet. Sowohl dieser Nenner, als dieCoeCGcienten der 6 Groben f t , f t , f $ , q> lß <p t , <p 8 , 

welche mit — q. und p bezeichnet worden sind, werden durch die Auflegung begannt. 

Bildet man endlich die Determinante (P der Ifunfition F und setzt in derselben fqr ..ajl£ 

Producte x 9 xix H entweder — *<ln,ij* oder Pm^y ao erhalt man im ersten Falle jden oft 

<t>(—q) bezeichneten Ausdruck, im zweiten Fall den Ausdruck '&('p)'. Dlfe&e Besfctti' 

müng der Functionen D unÜ J lafst ih der ThäT nkhts weiter als etwa größere fcfnfacA- 
heiten zu wünschen übrig. Da gleichwohl Herr Cwßey QCreüe's Journ. Bd. 2$. prig. 66) 
behauptet, dafs ich die Form der Functionen D und d nicht angegeben habe, so sehe 
ich, dafs meine Darstellung einen Zweifel trat aufkommen lassen, den ich jetzt beseitigt 

zutaten »gtadie; • 1 :uii ,, 1 *-:;'" •* ; ; .-t . .-; <\\< t . 
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ertttn* welch» sich; nur durch einen Factor, gleich der dritten Wurzel der 
JQnheft,>> voneinander unterscheidet). ; Jüan. findet. alsq 9 Functionen F % deren 
jfcalrinwfoanteft die gegebene Function /* sind, weiin man die 9 Wertbenpaare 
4fif Unbekannten in die Gleichung 

Äfc"* "- :5 "' '•"'■' ■ •'■■•»'•-• ' )!; ' 

Von diesdn 9 Friftctioneü F sind aber nnr die drei, Wdchfe den drei 

Wurzeln der cubischen Gleichung ^ = 0, entsprechen, wesentlich von einander 

verschieden. Denn es ergeben sich aus ihnen die 6 andern durch Multiplication 
mit den dritten Wurzeln der Einheit. Wenn im Folgenden von den drei ver- 
ffchiedenen Functionen F die Rede sein wird, so sollen darunter nur die drei 
ersten verstanden werden. 

2. 
; - Wenn f eine dei* drei Functionen bedeutet, deren Determinante gleich 

emer^ beliebigen gegebenen tomogenfen Function <p dritter Ordnung von den 
4rei »Vftriabeln x lv *,, ar 3 ist und man setzt der Kürte wegen: 

-'■'• ey ■ j_ ■■ ay _ ay _ ■■. 

v/i .0*1: ~ Ul ^ : : .;~ö^ _ i" 2 ' 2 ' ÄrJ ~ **» 



i^ 



.-ay- .•;■•.'. , ; ,ay _ _•. ay _ ■ . .'? 

BO erhalt man 4te. Gleichung y=0, wenn man -Xi, J^, J^ zwischen foi*- 
genden drei Gleichungen elüninirt: ... 

Diese Gleichung y=ö ist unter der Voraussetzung, dafi,-S ~S oder 

vrte ich'Wch kürzer ausdrücken werde; a? n J* 2 yar 3 die Coördhmten eines 
variabeln Punctes /* bezeichnen, der analytische Ausdruck einer beliebigen Curve 
dritten Ordnung. Diese Curve wird der Gegenstand der folgenden Unter- 
iubfaung itein. De» Goordinaten x lr or*,*, jedes. Punctes dieser Curve ent-r 
spricht ein System. WertheJt M J^X,, welches den fileichung*n (1.) genügt, 
Betrachtet man diese Werthe, . in demselben Coordinatensystem* als . die Coordi* 
naten eines zweiten Punctes :P, so efrtsptfcht wtef der Yermittelöng der 
CHdokugen <i.) eiitem jeden Fnmcte |r der ,Curve $>i==D 6in anderer PunctP 

CreUe*t Joornal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 2. 19 



146 iO. Hesse, über Cureen dritter Ordnung. 

derselben Curve; tind umgekehrt dem PunefoF der Punct p. Denn man tonn 
in den Gleichungen (1.) ar x , x 7 , x 2 mit X u X>, X* vertauschen, ohne die 
Gleichungen selbst zu andern; weshalb auch das Resultat der E^inetiw vÄ 
Xn a? 2 , a? 3 , welches den geometrischen Ort «des Punctes F giebt, aUd tät 
Gleichung <p = hervorgeht, wenn man X t , Xz, X z statt a^, a? 2 , x z setzt 

Die Gleichungen (1.) lassen eine leichte geometrische Deutung zu. v Sie 
sind die Bedipgungsgleichungen zwischen den Coordipaten der beiden PuncteP 
und p, welche erfüllt werden müssen, wenn die genannten beiden Puncto har- 
monische Pole der drei Kegelschnitte '"'"'' "' : 

i£ = o -*£ = o jSt^o 

sind; oder was dasselbe ist, eines- jeden Kegelschnitts aus. dem durch die Gleichung 

i 'f+^^+^=«' : ■" 

dargestellte«; Systeme von Kegelschnitten*: Die Curve dritter Ordnung 9 = 
isMer geometrische Ort dieser Pole. (Harmoadsche Pole einee Kegelschnitts 
nennt man bekanntlich jedes Punotenpaar* von der Eigenschaft, dafe jüe durch 
sie gelegte gerade Linie den Kegelschnitt in einem zweiten Punctenpaar schnei- 
det, welches zu dem ersten harmonisch ist.) Construirt man also ein Paar 
Puncto, welche harmonische Pol^ sind, zugleich für alle drei Kegelschnitte, oder 
für das ganze System vöta Kegelschnitten: sd sind dieselben zwei ttnter der 
Veirmittehiftg der Gleichungen (1.) einander entsprächen^* PuneteP und p und 
liegen beide in der betrachteten Curve dritter Qi^toun£-qM=*0. ' : *■■ '■' 

Wenn zwei solcher Punclenpaare gegeben 1 slijd, so findet man ein drittes 
Paar durch Anwendung des folgenden XehrsatzeS, dessen Beweis ich in Bd. 20. 
S. 301 dieses Journals gegeben habe, nfimlich : Wenn die Endpuncte zweier 
Diagonalen eikes vollständigen Vierecke kicA Paare harmonischer Pole 
ßfats Kegelschnitts sind, so sind auch die.JEfofpuncte. der driften Diago- 
^Ifl^rmofuschePoUd 

-•'.'.>!( i Der. aaaly tische Beweis dieses Satzes esgiebt sieh «aus den Bedingung*}* 
gleichung^h zwischen 4eü Goörflinaten der 6 •Feocie* welchö die Diagonal» 
eines -valUtJndigen Viärecks begrenzen* Wenn man nämlich, durch ar 19 m i5 sp$ 
nnAX^Xt^X^ dieX^ordiaaten der Endpuncte /1, P der ersten^ durch xfoxfratf 
X^J^^X^^ixe^ Diagonale 5 \ endlich durch 

^im^ut/bimiXA XJ\ XJ! die Endpuncte p'\ P* der dritten Diagonale 
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beseichnet, so *md die erwähnten BedinguogsgtoSehungen: 

Am l Xt+A , 9jXJ+A'*{'X l n «= 0, 

Vr:- ^^JÜ + ^W^' + ^'V-Xa" = 0,- 

i .: -j(«vi;+«%jü+ A'{B!2K+ajxn+A'i*fx* n +**"x?) = o, • 

A(x i X l +x l ? 3 )+A'(x J 'X l '+x l 'X s ')+A"(x 3 ''X l "+x»X i ") = 0, 

in welchen die Gröfsen A, A, A" anbestimmte Constanten bedeuten. Stellt 
man nun die Bedingungsgleichuqgen 
«ii#t-J* -{-ct^XjXst -{-a^XtXi -j-a^Cas, X s -f x t Xt) +«3,1 (*>-*# -f **■*•) 

ct M ar/lV -fo^'-X;' -f aj,, a?,X,' -f «»,* (**X*-\-**X*)+ ^ (xjX{-\-xlXJ) 

4-« ltt ( a?l 'z a '+^ < r 1 ') = o, 

ffiif, welche erfüllt werden müssen, wenn die drei Pnncienpaare harmonische 
Pofe eines Kegelschnitts 

sein Bollen, so wird man wahrnehmen, dafs sich die lebete Bedingungsgleichung 
mit Hülfe der beiden ersten und der vorhergehenden Systeme von 6 Gleichungen 
findet, wenn man die Gleichungen der Reihe nach mit a M , o*,,, o,^, o^, a v , 
a%jk< tindtiplidrt und die Producte addirt. 

..Vermöge des eben bewiesenen Salates erhalt man nun ans zwei 
Functenpaarea P, p; P f , p f , deren Geordinaten den Gleichungen (1.) genügen, 
«Hl drittes Paar, wenn man der Curve dritter Ordnung ein Viereck einschreibt, 
dessen Diagonalen Pp und P f p 9 sind, dieses Viereck vervollständigt und die 
Endjmncte der dritten Diagonale nimmt. Dieses Ififet sich anch als Lehrsatz 
wie folgt aussprechen: Wenn drei Puncte P f P\ P" der Curve dritter 
Ordnung p — Q auf einer geraden Linie liefen, eo bilden die Urnen unier 
det Vetmiitetung der Gleichungen (1.) entsprechenden Puncte p 9 p',>p if 
di4 JEeken eines Dreiecke, denen Seiten p'p", pf f p 9 pp* reepeethe dut*ch 
#e P#ute P, P', P" gehen. 

Es ergiebt sich hieraus zugleich eine leichte Construction des, einem 
beliebigen Puncte P der Curve entsprechenden Funotes pj wenn ein solches 
Punatenpaar P f , p f gegeben ist. Denn verbindet man die Puncte P, P' durch 

19* 



148 iO. Hesse, über Curoen dritter Ordnung. 

eine gerade Linie, so schneidet, dieselbe die Cürve in einem Puncte J*V Ver^ 
bindet man diesen mit dem Puncte p' durch eine »weite gerade Linie, so 
schneidet letztere die Curve in dem gesuchten Puncte p. Man erhält aber 
auch denselben Punct p, wenn man den Schniltpunct p" der geraden Linie Pp' 
und der Curve, mit dem Puncte P' durch eine gerade Linie verbindet. Denn 
diese geht ebenfalls durch den Punct p. 

Um zu jedem Puncte P den unter Vermittelung der Gleichungen (1.) 
entsprechenden Punct p construiren zu können, wenn nichts weiter als die 
Curve 9 = selbst gegeben ist, bleibt noch übrig, die Construction eines 
Punctenpaares P', p f zu finden. Zu diesem Zwecke stellen wir uns den Punct P 
dem Puncte P f so nahe gerückt vor, dafs beide zusammenfallen. Die gerade 
Linie PP f wird in diesem Falle zur Tangente der Curve. Die ihien ent- 
sprechenden Puncte p, pf fallen ebenfalls zusammen. Zieht man nun von dem 
Schnittpuncte P" der Tangente PP' und der Curve die gerade Linie P"p\ 
welche, wie wir gesehen haben, durch /? geht, so wird, weil p und p f zusam- 
menfallen, die gerade Linie P"p' eine Tangente hn Puncte p werden. Demnach 
kann der, einem beliebigen Puncte P f unter Vermittelung der Gleichungen (1.) 
entsprechende Punct p f auf folgende Weise construirt werden. Man ziehe die 
Tangente in dem Puncte P\ Von dem Schnittpuncte P" derselben mit der 
Curve ziehe man eine andercf Tangente. Der Beräbfungspunct dieser zweiten 
Tangente wird der gesuchte Punct pf sein. Nun lassen sich aber von einen! 
Puncte P" der Curve, wenn man die Tangente in diesem Puncte ausnimmt^ 
4 Tangenten «an die Curve ziehen, von denen die eine die Tangente im Puncte P 9 
ist. Von den Berührungspuncten der ditei. andern wiad demnach jeder dem 
Puncte P' entsprechen. Und in 'der That giebt es auch drei, einem gegebenen 
Puncte P\- der Curve unter Vermittelung der /Gleichungen (1.) entsprechende 
Puncto//. Denn da in die Gleichungen (1.) dieGoöfficienten aus der Function/ 
eingebeny aber, wie man gesehen hat, drei verschiedene Functionen /* existt-*- 
ren: so vereinigt auch das System Gleicbangeir (1.) drei verschiedene, den 
drei Functionen f entsprechende Systeme von Gleichungen v und in jedem der» 
sdben entspricht ein- und .demselben Puncte P ein anderer JPunct p. Die eben 
angegebene Construction läfst sich in Form eines Lehrsatzes wie folgt aus- 
drucken: Wenn man ton einem beliebigen Puncte der Curve dritter Ord- 
nung q>*^Q\ die 4 Tangenten an die Curve zieht (die Tangente in dem 
betietrigen Putute nickt mitgerechnet): so entsprechen einem Jeden Tangi- 
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remgspmncte die drei übrigen m den drei verschiedenen, durch die Gleichun- 
gen (1.) analytisch ausgedrückten Systemen. Um diese drei Systeme sieh 
eAspitiehender Puncto auch geometrisöh zti sondern, ohne daizu der drei in(l.) 
festhaltenen Systeme von Gleichungen ' zu bedürfen , dient die vorangeschiekte 
Ctusfcuetiön des dem Puncto P entsprechenden Punctes p,\ wenn ein. ftolehesj 
Pincfeftpaar P' r p* gegeben ist Denn diese Construction giebt, wenn mal den 
Fond P die ganze Curve durchlaufen läfst, alle möglichen Punetenpaare in 
demselben Systeme , wie das gegebene', während der zuletzt angefahrte . Satz 
drei, den drei " verschiedenen Systemen zügehörende Punetenpaare construi- 
rwlehit ■ 

Um den zuletzt angefahrten Lehrsatz zu vervollständigen, betrachten wfr. 
die 4 'Taagirungspuncte p, p', p", V'.der von' eisern beliebigen Puncte O.an 
die Corte dritter Ordnung gezogenen Tangenten. Von diesen 4 Punoteu werden 
Wie Wir bemerkt haben ,■ die Punetenpaare p , p f ; p; p"; p, p m den drei verschie- 
denen Systemen angehören, weil in einem' jeden Systeme einem und demselben 
Pdncte nur ein einziger entspricht. Das Punctenpaar p\ p", welches nach dem 
oben ausgesprochenen Lehrsatze einem von den drei Systemen angehört, kann 
aSteht tfemjfcnijgen Systeme eigen sein, welchem das erste Punctenpaar p, p' nn- 
gebört. Drän wflre dieses der Fall, so mflßte, wie ans dem Vorhergebenden 
erhellet, die Tangente im Puncte p f die gerade Linie pp" in einem Puncte der 
Cwve treffen, und dieser könnte nur der Punct sein; was nicht möglich ist. 
Eben so Wenig können die Punetenpaare p\ p" und p, p 19 einem und demselben 
SyMemfetUigiBhören: Also müssen es die Punetenpaare/»', p" und p, j»"' sein. Einem 
«rtdern Systeme gehören nur die Punetenpaare p, p' und p" 9 p'", und dem letzten 
Systeme gehören die Pnbctenpaare p, p" und p\ p" 9 an. Diese Bemerkungen 
ftjfcek'Wir in folgenden Satz zusammen: Wenn man von einem beliebigen 
Puncte der Curte dritter Ordnung <p = die 4 Tangenten an dieCurve 
itifoif , : '*o lassen sieh die 4 Tangirutogspuncte als die Ecken von 3 ver^ 
ÜtMedenen Vierecke* betrachten. Die gegenüberliegenden Ecken mnes be* 
tUbi^m dieser Vierecke sind xweij demselben Systeme zugehörige Pmnele*- 
p*äre> *nd die Systeme, welche auf diese Weise den 3 verschiedenen 
Ifttr ecken 'entsprechen, sind verschieden: 

Man hat im Vorhergehraden gesehen, wie zwei Punetenpaare P, p; P ß ,pL 
ibsselhetf Systems ein durch dieselben gegebenes drittes Paar P"y /*" bestimmen, 
Welches eb&t' demselben Systeme abgehört. Nunmehr will ich nachweisen, 
»#te zwei Punetenpaare P,p; Q, q, aus zwei verschiedenen Systeme», eiB drittes 
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Punctenpaar B,r des leisten Systems bestimmen. Zu diesem Ende, lege ich 
durch die Curve dritter Ordnung zwei beliebige gerade Linien, von denen die 
eine die Cürve in den Puncten P, Q, B, die andere in den Puncten P\ 0'>A' 
treffen möge. Wenn nun die drei geraden Linien PP', QQ'+RB! die Curve 
respective in den Piincten P", Q\ R" schneiden, so liegen diefte .dMiFaaeM 
P" y 0", Ä" {was sieb in den Elementen der Gfeometrie bftwfcitn JMet) iü 
einer geradem Linie. Diese Ififst sich auch > wenn man drei gerade Linien.. als: 
eine Curve dritter Ordnung, nnd awei gerade Linien als. esnat Kegelschnitt 
betrachtet (was bekanntlich erlaubt ist), wie folgt ausdrücken; Wenn von den 
9 Schnillpuncten zweier Curven dritter Ordnung 6 Schnittpuncf* ßlif 
einem Regelschnitt lieg eh f so Uegen die drei andern auf einer geraden 
Linie. Lftfet matt die gerade Linie P'QR der geraden Lude PQR so nah» 
rteken^ dafs beide zusammenfallen, so erhalt man den, eben wie der y Yorber^ 
gehende, bekannter! Lehrsatz: Die Tangenten der Curie dritter Qrdnmty: 
an drei Puncten, welche in einer und derselben geraden Linie liegen* 
schneiden die Curve in drei Puncten, welche wieder in einer geradem 
Link tiefen. Man vergleiche „Analyse de transversales par Poncelet" Jm 
gegenwärtigen Journal ßd. 8. 6. 129*— 136, wo man die beiden letzte* VfA 
andere ans ftnen gefolgerte, mit der vorliegenden Unterjochung im Zueamwn^ 
bange stehende Stätae findet 

Wenn nun P>p und Q r q zwei Punctenpaw? in verschiedenen Systemen 
sind, so trifft 9 wie oben bewiesen. worden, das Tangentenpaar der Curve in 
den Pnntiten P, jr in einem nnd demselben Puncto JP" der Curve zusanuneii» 
nnd das Tartgentenpaar der Curve in den Puncten Q, q schneidet die Curve 
in einem und demselben; Puncto Q". Läfst man die geraden Linien PQ und 
pq die Curve respective in den Puncten Ä und r schneiden, 90 vrirtf 4fe 
Tangente i nü r nach dem zuletzt genannten Lehrsätze, die Curve in ein*) 
Pnnete Ä" schneiden, welcher mit den beiden Puncten P" und 0" in.auwr 
und derselben geraden Linie liegt« Ana. demselben Grunde mufe aber fwcth 
die Tangente in r die Curve inÄ" troffen; Es ist mithin R, r ein Puncten-^ 
paar ans einem der drei Systeme; nnd zwar aus dem dritten, Denn weip 
dieses System dasselbe wäre, welchem das Punctenpaar P 9 p und Q x q «r 
gehört, so müfcten die geraden Linien PQ un4 pq in einem und demselben 
Puncto der Curve «nsammeQBto&pn; in welchem Falle die JPuncteapaaip £>*,£ 
und pj q ein** ttnd demselben System*? angeboren werden;; was. gegen die 
V*iiabssttJU^ .^^ bewiesen: Wenn man 



iO. Reese, über Curven dritter Ordnung. |61 

eihPunctenpaar aus eiriim dir drei System* mit einem zweiten Puncten- 
puar äu*^ einem andere^ Systeme durch zwei gerade Unten verbindet, 
dti" schneiden diese die CuTve dritter Ordnung in einem Punctenpaure, 
«Nfafef dem dritten Systeme angehört, 

sk -Bfo bis hieber gemachten Bemerkungen werde ich mm i geordnet^ mit 
verwandten Sfitzen zusammenstellen, deren Beweise sieh leicht ans den ent- 
wickelten Principien ergeben. 

ivi^ ' *4, Her geometrische Ort eines, dreien, beliebig gegebenen Kegel* 

schnitten gemeinschaftlichen harmonischen Polenpaares ist eine Curve dritter 

Ordnung. ■ 

- . 9. Jede gegebene Curve dritter Ordnung Idfot sich als der geo- 

metrische Ort eines, einem Systeme Kegelschnitte gemeinschaftlichen Aar- 

menhehen Polenpaares bettachten: 

mv • u\^ 9 - Solcher Systeme Kegelschnitte gleit es für jede beliebige Cures 

dritter Ordnung itn Allgemeinen dreif also auch drei verschiedene Systemb 

Ptfeupaare auf einer und derselben Curve dritter Ordnung. 

vV- : Al&vDa* Tangentenpaar in eine* Polenpaar an die Curva dritter 

Ordnung schneidet dieCurve in einm<knddekselbm Puncte. Und umgekehrt: 

uv *\>6; Jedes Tangentenpäar, von einem' beliebigen Puncte 4er Curve 

dritter Ordnung an die Curve gezogen, berührt die Curve in einem Po- 

ttfpäare '"■> ■- ■■••V- ■■ ■■■."■ 

■u>\ ^JMe^€lttM<4. und 5.) sind unmittelbare Polgen ans den beiden folget 

«« kBgttneinfen Sätzen: ^ ' * ""* 

•V ■■- --v^f. In Jedem ite* Curve dritter Ordnung etnbeechriebenen Viereck, 
AHM» DityoMlen von twei Polenpaaren desselben* $$sterk& begrenzt wen- 
den, schneiden di& gegenüberliegenden Seiteh des Vierecke die Cutv^n 
MMMi ^kd denselben Päncte; und di# beiden Puncte, in Welchen zwei 
g^^aM^fifigmde Seken des Vierecks die Curve schneiden, * bilden* ein 
P ti täq &aT demselben Systeme. Und umgekehrt: > ."■•..>. s 

Y>vmvV# Bie Diagonalen eines jedt** einer Curve dritter Ordnung ein- 
l&Ü&tibenen toihldndigtn Vietetks werden i*m PolenpaaTcn begrenzt* 
tetföftt Einern urid demselben Systeme angehören. > s ^ ^. ^ v \*-\™ 

Aus den vorhergehenden Sätzen ergi&V sk* dihe v aff^ifeiirt*^€ori^ 
Station der fcinetf 1 Curve dritter Ordnung einbeschriebenen volfei«hdig*h Vier- 
i^ke Vielehe in P^rm eines Lehrsatzes ftfeo laute»! v ^ ** V." ^-A> 
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8. Wenn man irgend ein Polenpaetr P', p' einer Curve dritter 
QtdHUng durch zwei gerade Linien mit einem beliebigen Puncte P f ' der 
Curve, und . die Schnittpuncte P, p dieser beiden geraden Linien und dar 
Curve durch zwei neue gerade Linien mit -dem Polenpaare P',p' ver- 
bindet, so- bilden die beiden Linienpaare ein. der Curve einteseftriebenes 
vollständiges Viereck. 

9. Man kann alle, einer Curve dritter t Ordnung' emhe*phrieb*nen 
vollständigen Vierecke in drei verschiedene Systeme verlheilen. Ein beliebiges 
vollständiges, der Curve einbeschriebenes Viereck gehört de^n einen oder dem 
andern Systeme an, je nachdem die,, eine beliebige Diagonale desselben her 
grenzenden Puncte, ein Polenpaar des einen und des andern Systems sind 

• 10. Alle feiner Curve dritter Ordnung einbeschriebenen Dreiecke, de- 
ren Seiten die Curve in drei Punelen schneiden, welche in einer geraden 
Linie liegen, ordnen sich dreien Systemen solcher Dreiecke unter. Ein solches 
Dreieck gehört dem einen oder dem andern Systeme an, Je nachdem eine 
Ecke und de? Schnittpunct der gegenüberliegenden Seite des Dreieeke und 
der Curve ein Polenpaar aus dem einen .oder dem andern Systeme em&.± 

11. Eis lassen sich einer Curve. dritter Ordnung n/ur d*ei Dreiecke 
einbeschreiben, deren Seiten durah drei+auf der Curve gegebene, in ein» 
geraden Linie liegende Puncte hindurchgehen ; und diese Dreiecke gehören 
verschiedenen Systemen an. 

12. Wenn man von einem beliebigen Puncte einer Curve dritter, 
Ordnung die vier Tangenten an, die Curve zieht, wo ist ein beliebiger von 
den 4 Berührungspuncten der Pol zu den drei andern, aus verschiedenen 
Systemen genommen ; und wetm 9 man drei ,von den Berührungspuncten 
ah die Ecken eines Dreiecks betrachtet, so werden die Seiten dieses Drei- 
ecks von Polenpaaren aus verschiedenen Systemen begrenzt 

18. Wenn von drei Puncten auf .einer Curve dritter Ordnung 
emPunct der Pol ist zu den beiden andern, in zwei verschiedenen Syste- 
men, so bilden die beiden letzten ein Polenpaar aus dem dritten Systeme. 

14* , Wenn man ein Polenpaar auf einer Curve dritter Ordnung 
mit einem zweiten Polenpaare derselben Curve aus einem andern Sfastemi 
durch zwei gerade Linien verbindet, so schneiden diese Linien die Curve 
iHufkiem Polenpaare des dritten .System*. .. 

t$. Wenn man von' einem beliebigen Puncte, p einer Curve dritter 
Ordnung die eine Tangente *n ,4m Curve zieht, t so trifft jedes durch die 
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vier Berührungspuncte gelegte Linienpaar die Curve in einem und dem- 
selben Puncte, und von den drei Puncten, in welchen die drei Linien- 
pamre, welche durch die vier Puncte gelegt werden können, die Curve 
eckneiden, bilden Je zwei Potenzen, welche verschiedenen Systemen ange- 
hören. Diese drei Puncie und der Puncl p sind die Berührungspuncte 
der vier von einem und demselben Puncie der Curve an die Curve ge- 
zogenen Tangenten. 

16. Wenn man aus den drei Schnittpuncten einer beüebiegen ge- 
rufen Linie und einer Curve dritter Ordnung die 12 Tangenten an die 
Curve zieht, so liegen von den 12 Berührungspunclen 16 mal drei Puncte 
in einer geraden Linke. 

Um die Combinationen derjenigen Berührungspuncte aufzustellen, welche 
in einer geraden Linie liegen, bezeichne ich irgend drei von den 12 Berflh- 
rangspuncten, die in einer geraden Linie liegen, durch a, ß, y; die diesen 
entsprechenden Pole in dem ersten Systeme durch a x , /9 19 y n in dem zweiten 
Systeme durch «*, ß 2 , y% und in dem letzten Systeme durch « 3 , /? 3 , y 3 . Als- 
dann giebt es folgende Combinationen der 9 letzten Puncte, welche in einer 
geraden Linie liegen: 

«i/Vs, <hß*Yi, ^ßtfi, 

«i/Vai <hßiy*-> <hß%7i\ 

was durch den Lehrsatz (14.) bewiesen wird. Überdies giebt es noch fol- 
gende Combinationen der 12 Berührungspuncte, welche in gerader Linie liegen: 

<*ßir» ßri a n r a iftn 
*ß*y** ßr^2, ychßn 
<*ß*r*i ßy***, r a *ß*i 

aßy. 

Dies folgt ans dem Lehrsatze (6.). Demnach sind die in dem Lehrsatze (11.) 
erwähnten, der Curve einbeschriebenen Dreiecke, deren Seiten durch die drei 
faT gerader Linie und zugleich auf der Curve gelegene Puncte a, ß, y bin- 
fltt^cÜgehen, folgende drei: 

«ißiYn «2/V2, «s/Vs- 

J)ie aufgestellten Combinationen zeigen, dafs es 8 Systeme von je 4 geraden 
Linien giebt, welche durch sfimmtliche 12 Berührungspuncte hindurchgehen. Die 
4 geraden Linien gehen nämlich durch die Puncto: 
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1. 


aßy, 


«ißiYz-, 


«*Äru 


«ißiTf» 


2. 


«An» 


<hß*r* 


«lAy», 


<hßr» 


3. 


aßi?i, 


«jftr» 


«i^yk» 


<hßiY» 


4. 


«Ar»» 


"ißiYi 


a 2 ßy 21 


«j&ft, 


5. 


*ßYi 


t*iß 3 r*i 


thßiYs, 


«ißtYn 


6. 


aßiYn 


O-lßlf^t 


<**ßr*i 


«3 Ar» 


7. 


aß 2 y t , 


«ißtY, 


«lÄrn 


<hßY*-> 


8. 


«/%»» 


«l/tyl> 


«a/V» 


<hßiYf 



Hieraus ist ersichtlich, dafs die 12 Berfihrungspuncte auf einer Curve vierter 
Ordnung liegen. Wie die Gleichung dieser Curve gebildet werden kann, giebt 
folgender Lehrsatz an: 

17. Wenn v eine gegebene homogene Function dritten Grades der 
drei Variabein a? M ar 2 , # 3 , also 

I. v = 
die Gleichung einer gegebenen Curve dritter Ordnung und 

IL «i^i-f «2^2 + «3^3 = 

<2t* Gleichung einer gegebenen geraden Linie ist, und man bezeichnet 
durch w die Determinante der Function v, gebildet aus den zweiten par- 
tiellen Differentialquotienten dieser Function, so ist 

m " öl \ö*~&r, Ar, 5^/ T Ä2 W, Qx, dx, Ar, ) 

• / dv dw dv dw \ ^ 

" S ^&T| är t &r t dx t ' 

die Gleichung der Curve 4ler Ordnung, welche durch die Berührungs- 
puncte der von den Schniltpunclen der gegebenen geraden Linie und der 
Curve dritter Ordnung an die letztere gezogenen Tangenten hindurchgeht. 
Hieraus folgt, wenn man den Theil links der Gleichung (III.) der Kürze 
wegen durch r, und durch b ly b 2 ,b z unbestimmte Coefficienten bezeichnet, dafs: 

IV. »(*i^i+6i^2 + *3^3)4- r = ° 
dqr allgemeine Ausdruck für die Curven 4ter Ordnung sein wird, welche durch 
die erwähnten 12 Berührungspuncte hindurchgehen; man wird die Coefficien- 
ten 6 19 b 2 ) b 5 in dieser Gleichung 8mal so bestimmen können, dafs der Theil 
links der Gleichung in 4 linefire Factoren zerfällt. 

Ich werde nun zeigen, wie der zuletzt aufgestellte Lehrsatz sich auf 
Curven irter Ordnung ausdehnen läfst, und in welchem Zusammenhange diese 
Ausdehnung des Satzes mit dem Problem der Doppeltangenten der Curven steht. 
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Es sei 9 = die zwischen den Variabein ar M x 2 , x z homogene Glei- 
chung einer beliebigen gegebenen Curve nter Ordnung; t^, t> 2 , v* seien die par- 
tiellen Differentialquotienten der Function v, nach den Variabein genommen, und 
JK 19 JKi, X z die Coordinaten eines beliebig gegebenen Punctes P aufserhalb 
der Curve. Die n(n— 1) BerQhrungspuncte der vom Puncte P an die Curve 
gesogenen Tangenten werden bekanntlich durch den Schnitt der beiden Curven 

IV. a. v = und v l X l -\-v 2 X 2 -\-v z X z = 
bestimmt. Rockt der Punct P in die Curve = 0, so fallen mit ihm zwei 
Berflhrungspuncte zusammen und es lassen sich von diesem Puncte nur noch 
n(n — 1) — 2 Tangenten an die Curve ziehen, wenn man die Tangenten in 
dem Puncte P selbst ausschliefst. Um die Curve zu finden, in welcher die 
Berflhrungspuncte sämmtlicher n 2 (n— 1) Tangenten liegen, welche von den 
Schnittpnncten einer durch die Gleichung: 

V. Ä^jL-f Ä2^2+«3^3 = 

gegebenen geraden Linie und der gegebenen Curve v = an die letztere ge- 
zögen werden können, bezeichne ich die Function, in welche v übergeht, wenn 
man X XJ X*, X z statt x t , # 2 , x z setzt, durch V, und durch (V) den Aus- 
druck, in welchen V durch die Substitution von 

VI. X l — v 2 a z — v z a 2 , X 2 = v z a 1 — v t a z ^ X z = v 1 a 2 — v 2 a{ 
übergeht. Die n 2 (n— 1) Berflhrungspuncte stellen sich dann als die Schnitt- 
puncte der beiden Curven 

VII. v = und (V) = 
dar, von denen die erstere vom nten, die andere vom n(n— l)ten Grade ist. 
Von diesen n 2 (n — 1) Schnittpuncten fallen aber mit jedem Schnittpuncte der ge- 
raden Linie (V.) und der Curve t? = zwei zusammen, so dafs 2n Schnittpuncte 
als auf einer Curve 2ter Ordnung liegend, deren Gleichung (a i x l -\-a 2 x 2 -{- a z x z f 
= ist, zu betrachten sind. Nun weifs man, dafs, wenn von den n(p-\-q) 
BtfHättpuncten zweier Curven vom nten und p-\-qlen Grade nq Puncto auf 
einer Curve ^ten Grades liegen, die übrigen np Puncte auf einer Curve pten 
Grades liegen müssen. In dem vorliegenden Falle werden also die n 2 (n— 1)— 2n 
Schnittpuncte der Curven (VII.), welche nicht auf der geraden Linie (V.) lie- 
gen, auf einer Curve n(n— 1)— 2ter Ordnung liegfen; woraus dter Schlufs zu 
zMftfen ist, dafs (F) von der Form 

vm. ^r ) — 1.2.... u r 

sein wird, woP„ und Q n . homogene Ftnctionen der Vartabeln , respective von 

20* 
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den Graden n(n — 2) und n(n — 1) — 2, bedeuten. Hiernach stellen eich die 
n 2 (»— 1) — 2n Berührungspuncte, welche nicht in der geraden Linie (V.) 
liegen, als He Schnittwunde der beiden Curven 

IX. r = und n = 
Air. 

Die Richtigkeit dieses geometrisch abgeleiteten Resultats werde ich auch 
auf rein analytischem Wege nachweisen ; bei welcher Gelegenheit sich zugleich 
die Bildungsweise der Functionen P n und Q n herausstellen wird. Zu diesem 
Ende bezeichne ich durch [v] die Function, in welche v fibergeht, wenn 
man x L -\-lX k , ar 2 -f Ä-3T 2 , ar 3 -f lX z statt a? n 4? 2 , #, setzt Setzt man nun 
Xidx^Xzdx^Xydx^d) so erhält man 

x. w - wwgwf- 1 .t.^-o ' s ""+oz;W 

In dieser Gleichung betrachte ich JT 19 JT 2 , 2T 3 als Functionen von x^ a? 2 , x^ 
welche durch die Gleichungen (VI.) gegeben sind. Unter dieser Annahme 
sind die Glieder der Reihe rechts von dem Gleichheitszeichen homogene Func- 
tionen von den Geraden: 
0,1, 2, 3, .... n in Beziehung auf a x , o 2 , a 3 , 

1,2, 3, 4, . . . . n -f 1 in Beziehung auf die Coefficienten in v, 

n, 2n— 2, 3n— 4, 4n— 6, .... n(n-l) in Beziehung auf ar n a? 2 , x 5 . 
Man sieht leicht, dafs das letzte Glied der Reihe gleich ist l n (V). Es bleibt 
also, wenn man der Kürze wegen a i Xi-\-a 2 x 2 '\-a l x 3 =za setzt, zu beweisen 
übrig, dafs das letzte Glied der Reihe von der Form 

(ö"*) = p n .v-Q H .<e 

sei. Von derselben Form sind aber auch alle übrigen Glieder der Reihe, so dafs 

XI. (d'v) = P ß .v — Q ß .* 

ist, woP^ und Q ß homogene Functionen bedeuten, respective von den Graden: 
fi und p— 2 in Beziehung auf a n ä 2 , a 3 , 

fi und jtt-f 1 in Beziehung auf die Coefficienten in 0, 

^(»—2} und (/i-f 1)(»— >2) in Beziehung auf x x% ar 2 , a? 3 . 
Dafs die beiden ersten Glieder der Reihe diese Form haben, ist einleuchtend. 
Denn setzt man (v) = P.v— Q.a 2 und (ß*>) = P l .v — ft.n 2 , so erhfilt man, 
weil (d&) identisch = ist, 

XH. P=t, 0«O, Pt = 0, <?, = 0. 
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leb werde nun zeigen, wie sich jedes Glied der Reibe durch die bei- 
den vorhergehenden Glieder ausdrücken lfifst. Zu diesem Ende setze ieb 

•y xr dX t i *jr oX x | y ^X t *W _ V ^*l J V ®X X | "17 ?__! 

•*' "~ ■* t äE^'+'*'S?+'*»SIi' ' ' — r 'äi~+ rs ä^+ r, 3i~' 

Ferner gebe ich den aus den zweiten partiellen Differentialquotienten 9 1}19 p 2>2 , 
V , 0^ r 3|l9 v 1>2 der Function v zusammengesetzten Ausdrücken der Kürze 
wegen folgende Bezeichnungen: 

[ * 1,1 === 02,2 03,3 02,3 * ^2,3 =: 01,2 *1,3 01,1 02,3 9 

|^2,2 === 03,301,1 ^3,1* *3,1 = 02,302,1 ^2,2^3^1' 

XIV. ^F J)3 = ^»2,2 01,2 * ^1,2 = 03,1^3,2 03,3*1,2* 

W = M 02,2 03^ + 2 01,2 01^02^ — 01,1 ^,3 — 02,2 03,1 — 03^*1^9 

^ = F M ^+F M ^ + F V Ä5+2F M ^*+2F M ^r 1 +2F M r A . 
Alsdann stellen sich die Gröfsen 1^ wenn man die Werthe vonX 19 ^, 2£ und 
-3— S TpS •••• setzt, nach den nöthigen Reductionen wie folgt dar: 

woraus sich, wenn man erwögt, dafs 

dJ dX t . 8J dX t t dJ dX t ~ 

dJ dX % , 3z/ dX%\dd_ &X t ^ 

bäbx % | da ax % | a^ajr, = 

tot, durch Substitution in (XIII.) folgende Werthe der Gröfsen Z ergeben: 

XVI. Z x =* —JX 13 Z 2 = — dXt) JZ 3 = — -JX 3 . 

Jedes Glied der Reihe [v] ist eine homogene Function der Variabein a^, a? 2 , x 3i 
und zugleich eine homogene Function der Gröfsen X^ X^ JT 3 , welche wie- 



dx t 


dx t 


dxt 


_ d(dfv) 
dx t 


ÖJP, 


__ d(d"v) 
rfx, 


Es ist aber 




d(dfv) 


d(3"t>). 
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derum homogene Functionen der Variabein & 19 or 19 ar 3 sind. Ich werde nun 
die Differentiation nach den Variabein x^ x 2 > &* mit ' beliehnen, wenn so- 
wohl dieGröfsen x, als die GröfsenJK, als variabel betrachtet werden: dage- 
gen mit 9, wenn nur die eine als variabel, die andere als constant betrachtet 
wird. Mit dieser Bezeichnung ist: 

9(9^) _ d(dt>v) f djdfiv) dX t , d(d"v) dX t , d(dfv) 9£,> 
I dX t m dx t T" 6X % m ds t *~ dX % '9^1' 

i dQfv) dX x , dtfrv) dX t , 9(9*tQ 9JT.) 
I ÖJT t *dx t > ÖJT t '9x t ■ "e^"'öjr t P 

j 90^) 8^r t | 9@^) ax t | e(9^) g>r 8 i 

t öJ^ 9x 8 ■" 9Jf f 9x 8 ' dx t öx, 7 
eO^r) d(&v) djdfv) _ d(drv) 

ax t ~ P dx t 9 ax t ~ ^~3JT ; 

mit Hfllfe welcher Gleichungen sich das vorige System also darstellt: 

5^ rfjr t 'i 9^ 9^ ' 5jrj[ *öjr t ■ dx % *dx t i* 

d(dry) _ d(frv) f dier-h) dX k . 9(9a*-H;) flJT 8 . djd^h) dXA . 

9jr t dx t 'M dx t dx t "■" ö.r t *Sjr t T 9jt s # 9x t >' 

d(d"y) _ d(dPv) Mfr-h) dX t i d(df- l y) dX t . 90^-M 9^ ) 

9jt s rf^ 3 l 9^ 9.r 8 ■ dx t §x % ' 9jt, 9jt s i 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit -Xi, -2F 2 > JT 3 , addirt die 
Producte und erwägt, dafs 

(*«.>_ Sgl i + 3£U+5gU . 
ist, so erhält man, mit Rücksicht auf (XIII.) , 

Seist man in diese Gleichung diejenigen Werfte von ^-^, • a( ^" lt,) , a( ^" lt>) > 

welche sich aus dem vorhergehenden Systeme von Gleichungen ergeben, wenn 
man in demselben fi— 1 statt fi setzt, so geht dieselbe, mit Rücksicht auf 
(XDI.) und (XIV.), in. . 
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Aber. Da aber 

d(d*- l v) _,„ ^ dO"-*v) 8(dM-h) . 4x d(dr-*v) 

_^_ = ^_i)_g_, 

ist, so ergiebt sich 

-^l"-^— r '+-rfJT~ r2+ ~^~ * s » 

woraus endlich folgt, wenn man die Werthe von Y substituirt: 

-1** I «ftf^ 'da,"!" rfx t *d« t ~'~ rfx, da,) 






Dieses ist die gesachte Gleichung, welche jedes Glied der Reihe [»] 
darch die beiden vorhergehenden ausdrückt. Es latst sich aus ihr sogleich die 
Form des Ausdrucks (d M+1 v) erkennen, wenn man berücksichtigt, difs 

ist Wenn nämlich die Ausdrücke (d*») und (^"'p) von der Form (XL) 
sind, so mufs auch (d jU+1 &) diese Form haben. Denn setst man 

(d"tO = ^-(?„.a 2 und (a"^0 = P„-i-(k*«r\ 
so erhalt man ans (XVH.) 

xviii. (^) = V^^-^ 

wo die Werthe von P^, +1 und (?,, +1 folgende sind: 
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XIX. 



M+l 



\7xf Xl ' 



dP 



dx x 



t-Xr 



dP u 



dx t 



*) 



dP M -. t dd , </fi,,x dd 
dx t do, 



f* , J dP^v dJ 



</p^-i a^/ \ 



rfge^ a^\ 



</x, a«*,/ 



m — 1 * \ rfx, da t ' dfjr, a« t 
i ** .. p i ftp»— fi— i) A n 

Setzt man in diesen Gleichungen für /t nach einander die Zahlen 1, 2, 3, so 
erhält man, mit Berücksichtigung von (XII.), 



XX. 



P 2 = A-i, Q 2 = 



l 



»— l 



(n-i) 
dd ~ , dd 



x-w, 



p > - ;£<£*+£*+£*). 



— * ( dva X 



die 



rfx 



i^ 



du> 



•d*J 



d*J 



*.-ÄG?*+#*+#* 



w.o / </// a^ 



d*d 

ix\ 

d*d 
x t d 

dd dd 



Q 



rfx ! 



rfV 



*,), 



+»aro«+ 8 iSi;* i; + , aTO") 



_rf£ dd\ 

dx t ' da t h 



(n — lJ'Wx, 3a, ' dx t da t 

0_ __i__fd t w jn , d*w T2 , rf*w T j 

<i /rfto 84 jdw dJ , tfto &*\, 3(n— 2) 

Die angegebenen Werthe von P 2 und 2 sind wichtig bei der Bestimmung 
der Wendepuncte einer Curve nter Ordnung. Denn laßt man a? 4 , 4? 2 , a? 3 die 
Coordinaten eines Wendepuncts der Curve t> = bedeuten, so müssen die 
drei ersten Glieder der Reihe [t>] für alle Werthe von 4, Oj, a 3 verschwin- 
den. Da aber das zweite Glied von selbst verschwindet, so bleiben zur Be^- 
stimmung der Wendepuncte die beiden Gleichungen: 

(*)=?0 f (d 2 *)«0 
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übrig»» welche für alle Wertbe von « 15 «fe, 03 erfallt werden sollen. Da nun 
(dH>) =aP 2 ü — # 4 a 2 ist, so erhält man zur Bestimmung der Wendepuncte: 

t> = 0, (n— l) 2 2 = t«> = O; 
welche Gleichungen ich in Bd. 28. dieses Journals S. 104 Lehrsatz 9. aufge- 
stellt habe. 

Auf der Zurfickffthrung des Ausdrucks (d 3 *)? in dem Falle n = 3, auf 
die Form (d*v) = P 3 v — Q 3 a\ wo P 3 und Q z die angegebenen Werthe haben, 
beruht der Beweis des Lehrsatzes (17,). Denn setzt man in den Ausdruck 
(? 3 die Werthe von X 19 Jf 2 , JT 3 aus (VI.), so geht derselbe in den Theil 
links der Gleichung (III.) Ober. 

Auf eben dieser Zurückführe ng, in dem Falle n = 4, beruht der Beweis 
de* folgenden Lehrsatzes: 

Wenn eine Curve 4ter Ordnung v = und eine gerade Linie 
a = gegeben sind, so giebt es 82 Tangenten der Curve, welche von 
der Curve in zwei Puncten geschnitten werden, die harmonisch sind zu 
dem Berührungspuncte und dem Schnitlpuncte der Tangente mit der ge- 
gebenen geraden Linie. Die Berührungspuncte der 32 Tangenten wer- 
den durch Hie beiden Gleichungen 

~ , da / dv dw dv dw \ . da / dv ' dw dv dw \ 

dx t \dx t dx s dx % dx % ' » dx % \dx % dx x dx t dx % J 

* Ba /dv dw dv dw\ ^ . 

• dx 9 ^dx t dx % . ds % *dx x ' 

(mthnmt; wo w die Determinante der Function v bedeutet. 

Die Reihe [v] ist eine homogene Function der GrOfsen a^-filJEj,, 
x 2 -\-lXt und Xi*\-lX*. Betrachtet man diese drei Gröfsen als die Coordinaten 
eines Puncts, so wird dies« Punct auf einer und derselben geraden Linie 
liegen 4 wie man auch die Gröfse l sich verändern lasse. Diese gerade Linie 
wird zur Tangente. der Curve .0 = in dem Puncto x x x 2 x z , wenn dieser 
Pujptin die Curve selbst hineinrückt, also das erste Glied der Reihe ver- 
schwindet. Denn das zweite Glied verschwindet, wie oben bemerkt, von 
seifest, .da 2T n X 2 , X* die Bedeutung (VI,) haben. Unter dieser Voraus-* 
Mfeong wird aun die Tangente eine Doppeltangente, wenn die Gleichung 
[p]p=iOaufser ihren beiden, gleichen Wurzeln i=0 noch zwei andere gleiche 
Wurzeln hat; und die Bedingungsgleichung, welche zu erfüllen ist, damit die- 
ses zutreffe, wird die Curve darstellen, welche die gegebene Curve = in 
solchen Fällen schneidet, in welchen die Tangenten zugleich Doppellangenten der 
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gegebenen Curve sind. Um diese Bedingungsgleiohung aufzustellen, lasse ick 
aus der Gleichung [0] = die beiden ersten verschwindenden Glieder weg 
und dividire mit k\ Dies giebt: 

Da aber (d f 'v) — P fM .v-<-Q fi .t? ist, so nimmt diese Gleichung, wenn man der 
Kürze wegen 

setzt, wegen t> = 0, die einfachere Gestalt: 

XXII. [[*]] = 

an. Damit die Gleichung zwei gleiche Wurzeln habe,, mufs man durch densel-^ 

ben Werth von A folgenden beiden Gleichungen genügen können: 

«n—2)Q t | (»-3)0, . , 2,p— «„^m • Q*~i >-*— 

) 1.2 »\ 1.2.3 ' A T - " , 1.2....(Ji— 8) "» i.2....(w— 1) ~ V ' 

0» 1 3 P* , 1 (*-3)g-i ^ , OlziMi.i^ _o 

1.2. .3 T 1.2.3.4 ^T — • 1.2....(ii— 1) * ">" 1.2... .» — V# 

Eliminirt man iL aus diesen beiden Gleichungen, so erhält man die ger 
suchte Bedingungsgleichung 

XXIV. n = 0, 
welche, da sie die unbestimmten Gröfsen a l9 ö*, h 3 enthält, ein ganzes System 
von Curven von der (w+4)(n — 2)(n — 3)ten Ordnung darstellt, welche sämmt- 
lich durch die Berflhrnngspnncte der Doppeltangenten hindurchgehen. Dem 
man siebt, dafs die Function R homogen ist und: 

Vom Grade (n— 2)(n— 8) in Beziehung auf die Gröfsen a 19 4, o*, 
Vom Grade (it-f4)(n— 3) in Beziehung auf die Cöefficienten v und 
Vom Grade (n-f 4)(n— 2)(n— 3) in Beziehung auf die Variabeil a? n or 2 , ar s . 
Wenn man in (XXIII.) (dH?)? (ö 3 *)* •••• statt ft, ft, .... setzt, so 
ist das Resultat der Elimination von X aus den beide* Gleichungen eine homogene 
Gleichung von den Graden (»+2)(ä— 3), (»+4)(n— 3), (n 2 -f-2n — 4)(n— 3) 
in Beziehung auf die Gröfsen a^ (h, jr 3 , die Coöfficienten in v und die Va- 
riabein «i, # 2 , # 3 ; und die» Gleichung stellt, wie die vorhergehende, eine 
Onrve dar, welche durch die Berdhrnngspuncte der Doppeltangenten hindurch*, 
geht. Es ist dieses dieselbe Gleichung, Welche Herr Caytey (Bd. 34. dieses 
Journals S. 37) durch 
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J^efeichnet hat. Der Grad derselben lfifet sich mit HOlfe der gegebenen Glei* 
chang t> = der Carve am 4(n— 3) Einheiten verringern. Denn da, wie 
ant dem Vorhergehenden ersichtlich, 

[F] = T.v-R.a«"-*> 
ist, wo T eine homogene Function von den Graden 

0»+2)(n-3), (n+4)(n— 8) — 1, (f» a -f2»-4)(n-3)-* 
in Beziehung auf die Gröfsen a g \ <h, 03, die Coefficienten in r und die Varia- 
bein ^1, a: 2 , x 3 bezeichnet, so reducirt sich die Gleichung, mit Zuziehung der 
Gleichung t>=*0, auf die Gleichung (XXIV.)- 

Es bleibt noch fibrig, auf ähnliobe Weise, den Grad der letztern Glei- 
chung JR = um (* — 2) (* — 3) Einheiten zu verringern, um das Problem 
der. Poppeltangenten vollständig zu lösen; was mir aber nicht hat gelingen 
wollen ;. selbst nicht in dem einfachsten Falle, wenn die gegebene Curve vom 
4ttn Grade ist. In diesem Falle nimmt, wenn man in (XX.) n = 4 setzt, 
#e Gleichling (XXIV.) die einfache Gestalt 

XXV. 3.ft.<?4— ft.ft *= 
an, deren Grad mit Hülfe der gegebenen Gleichung v = noch um zwei Ein- 
loten zu .verringern bleibt. 

, ?J . Nach diesen Bemerkungen über die Doppeltangenten der Curven, zu 
welchen der Lehrsatz (17.) Veranlassung gab, kehre ich zu dem Systeme 
ffion Gleichungen (1.) zurück, von welchen die vorliegende Untersuchung der 
(Jnrven 3ter Ordnung ausging. 

4. 
Aus dem Systeme von Gleichungen (1.) lassen sich andere Gleichungen 
von analytischem Interesse ableiten. Setzt man zu diesem Ende 

*2,2tl 3 ,3— "l> = *M> "1,2*1,3 — "1,1*2,3 = «2,3 = «3,2 , 

*3,S*1,1 — *V = «2,2* «2,3 *t,l — "2,2*3,1 = tf M = *M> 

W l,l*2,2 W l,2 = «b,3l *VU3^ — ^3*1,2,*= «1,2 = «2,1» 

und bestimmt das VerhAltnifs der Coordinaten -Xi, -Xi, X* des Puncts P aus 
je zwei Gleichungen (1.), so erhält man 

. X v \X x \X g =d a^ia^zuw = 02,1 : «2,2 : «2,3 *= «S4 : «3,i'«3^; 
woraus sich, wenn man durch (f einen unbestimmten Factor bezeichnet, die 
Gleichungen 

LXtXt — ya^, 4*2* *= 902,29 .Xs-Xi — ffls^ 
}-X a X 3 = ^«2,39 X 5 X X = ^fl 3>1 , X 1 Z a = (»ö ljl 
gleiten, lassen. Da sich in den Gleichungen (1.) die Coordinaten x^ x 2 ^ x% des 

21* 



164 /O. Hesse, über Curven dritter Ordnung. 

Punctes p mit den Coordinaten Jf 19 JJT 2 , JT 3 des Punctes P vertauschen lassen, 
so ist dieses auch in den von ihnen abgeleiteten Gleichungen (2.) gestattet 
Bezeichnet man nun durch -4 die Ausdrücke , in welche die homogenen Functio- 
nen 2ten Grades a in dem Theile rechts der Gleichungen (2.) übergehen, wenn 
raanX n X 2 , X 3 statt x x , x 2 , x z setzt, und läfst P einen unbestimmten Factor 
bedeuten, so folgt aus den Gleichungen (2.) durch jene Vertauschung: 
j x t x x = PA it , x 2 x 2 = PA^, Xsx z t= PJ V , 
} X 2 X % s= PA 2ji , X$X t a= PA 3A ) x x x 2 = PA Xt2 . 

Dieses System von Gleichungen steht mit dem Systeme von Gleichungen (2.) 
in einer merkwürdigen Verbindung. Betrachtet man nemlich die in denTheilen 
rechts der Gleichungen (2.) linear vorkommenden 6 Producte x x x x ^ x 2 x 2 ^ x^x^ 
x 2 x itt x 3 x x , x x x 2 als Unbekannte und löset das System von Gleichungen nach 
diesen Unbekannten auf, so erhält man das System von Gleichungen (30 , mit 
denselben Coefficienten der Producte X x X x , 2^X 2 , 2T 3 X % , X* JT 3 , X, -Xi, X X X^ 

mit welchen in (2.) die Producte x x x x , x 2 x 2 ^ x x x 2 multiplicirt sind, 

abgesehen von einem gemeinschaftlichen Factor. 

Jeden 6 Puncten P der Curee 3ter Ordnung <p = 0, durch welche 
sich ein Kegelschnitt legen Idfst, entsprechen 6 Puncte p 9 welche auf der 
Curve und zugleich auf einem andern Kegelschnitt liegen. Denn wenn 
die Gleichung des ersten Kegelschnitts 

4. a iil X 1 X 1 'j r ia 2)2 X l X a i^ 0*^X^X3 -{-2^X4X3 •\-2as il XzX 1 -\-2a l92 X i X l =:0 
ist, so erhellet aus den Gleichungen (2.), dafs die Gleichung des zweiten 
Kegelschnitts 

5. ' «^jH-o^a^^^ = 

sein wird. Geht der erste Kegelschnitt in ein Linienpaar A, B Ober, dessen 
Gleichung 

6. (a g X i +cbX 2 + a 3 X i )(ß l X l + ß 2 X 2 +ß,X>) = 
ist, so ist die Gleichung des zweiten Kegelschnitts 

Lfifst man die zweite Linie B des Linienpaares sich der ersten A so lange 
nähern, bis sie mit ihr zusammenfallt, so geht die Gleichung (6.) in 

8. {a l X l ^a 2 X 2 ^i h X z f = 
über, wfihrend die Gleichung des zweiten Kegelschnitts die Form 

9. a i a l a hl +a 2 a 2 * 232 +asa i lk,3+2w*fy = 

annimmt Dieses ist aber die Gleichung eines Kegelschnitts, Welcher die Curve 
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dritter Ordntrog in drei verschiedenen Puncten berührt. Denn da die Scbnitt- 
pmete P der Cnarve dritter Ordnung nnd des Linienpaares (8.) paarweise zu- 
sammenfallen, so werden anch die ihnen entsprechenden Schnittpuncte p des 
Kegelschnitts (9.) nnd der Curve paarweise zusammenfallen, oder, was dasselbe 
ist, der Kegelschnitt wird die Curve in drei verschiedenen Puncten berühren. 

Betrachtet man in der Gleichung (0.) die Constanten a n a a , «3 als 
variabel, so drückt die genannte Gleichung ein ganzes System von Kegel- 
schnitten -aus, deren jeden die Corvo in drei verschiedenen Puncten berührt. 
Es entsprechen also Jeden drei Puncten P der Curve dritter Ordnung, 
welche in einer geraden Linie liegen, drei Puncte p, in welchen ein Ke~ 
getechnitt die Curve berührt. Dieses sind jedoch nicht alle Kegelschnitte 
TM der- genannten Eigenschaft. Denn da in die Gleichung (9.) die CoSffi- 
denten aus einer der drei Functionen/* eingehen, so wird jeder dieser Func- 
tionen ein System solcher Kegelschnitte entsprechen. Die Gleichung (9.) um- 
Mit also drei verschiedene, den drei Functionen f entsprechende Gleichungen; 
nnd diese letztern sind die aligemeinen analytischen Ausdrücke für die drei 
Systeme von Kegelschnitten, welche die Curve in drei verschiedenen Puncten 
Berühren. Es entsprechen also jeden drei Puncten P der Curve dritter 
Ordnung, welche in einer geraden Linie liegen, 3 Systeme von 8 Punc- 
tm ff welche die Berührungspuncte dreier Kegelschnitte and der Curve 
sind. Da die drei Puncte P und die 9 Puncte p als die Berührungspuncte 
der.. 12 Tangenten angesehen werden können, welche von 3 leicht zu be- 
staunenden, auf der Curve und einer geraden Linie gelegenen Puncten an die 
Curve gezogen werden, so liegen von diesen 12 Puncten 16mal drei Puncte 
in einer geraden Linie, und von den 9 Puncten p 9 6mal drei Puncte in einer 
geraden Linie. 

Dafs die erwähnten drei Systeme vom Kegelschnitte (9.) alle Kegel- 
schnitte umfassen, welche die gegebene Curve in drei verschiedenen Puncten 
berühren, lfifst sich durch folgende Betrachtung nachweisen. Es seien /?*, p 2 > 
p z die Berührungspuncte eines Kegelschnitts und der Curve. Die drei Tan- 
genten fti, 7i 2 , 7i 3 in diesen Puncten lassen sich als eine Curve 3ter Ordnung 
betrachten. Da dieselben aber die gegebene Curve in 9 Puncten schneiden, 
von welchen 6 in einem Kegelschnitte liegen, so müssen die drei andern in 
einer geraden Linie liegen. Demnach erhalt man, wenn die beiden Berüh- 
rungspuncte p L und p 2 auf der Curve beliebig gegeben sind, den dritten p iy 
wenn man die Tangenten n n n 2 construirt (welche die Curve in den Puncten 
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q t und y 2 schneiden mögen), hierauf die gerade Linie q x q 2 zieht, welche der 
Carve in dem Puncte q % begegnet und von diesem Pancte q % an die Curve eine 
Tangente zieht. Der Berührupgspunct p 3 wird dann der gesuchte Punct sein. 
Nun lassen sich aber von dem Puncte y 3 der Curve 4 Tangenten an die Curve 
ziehen, von denen eine die Curve in dem Schnittpuncte der geraden Linie p t jh 
und der Curve berührt. Dieser Punct mufe aber verworfen werden, weil 
unter dem Kegelschnitte, welcher die Curve in den Puncten berührt, die in 
einer geraden Linie liegen, nur ein Linienpaar verstanden werden kann, welches 
mit der geraden Linie- zusammenfällt. Man hat also in der That nur 3 Kegel- 
schnitte, welche die gegebene Curve in 3 verschiedenen Puncten berühren, 
von denen 2 auf der Curve beliebig gegeben sind. Diese 3 Kegelschnitte 
finden sich aber auch unter den Kegelschnitten (9.). Denn wenn P t , P 2 die 
den Puncten />i, p 2 entsprechenden Puncte in einem der 3 Systeme sind und 
man bestimmt den dem Schnittpuncte P 3 der geraden Linie PiP* und der Curve 
entsprechenden Punct p* in demselben Systeme, so hat man den dritten Be- 
rübrungspunct des Kegelschnitts, welcher die Curve in den Puncten p 19 p 2 berührt. 
Diese Construction, für die drei Systeme ausgeführt, giebt ebenfalls 3 Kegel- 
schnitte von der genannten Eigenschaft und welche nur jene 3 vorhin erwähnten 
sein können. Dieses lfifst sich kurz wie folgt zusammenfassen. 

17. Alle Kegelschnitte, welche eine fegebene Curve dritter Ord- 
nung in drei verschiedenen Puncten berühren, ordnen sich dreien Systemen 
unter. Ein gegebener Kegelschnitt dieser Art gehört dem einen oder dem 
andern Systeme an, je nachdem ein Bertihrungspunct und der Schnitt* 
punct der geraden Linie (welche die beiden andern verbindet) und der 
Curve, ein Polenpaar aus dem einen oder dem andern Systeme bilden.' 

Auf dieselbe Weise, wie den 3 SchnittpunctenP', P", P" f der gera- 
den Linie A und- der Curve dritter Ordnung 3 Puncte p\ p", p" f entsprechen, 
in welchen der Kegelschnitt (9.) die Curve berührt, entsprechen auch den 
3 Schnittpuncten P l % P (8) , P (6) der geraden Linie B und der Curve 3 Puncte 
p(*) f p&\ p% in welchen der Kegelschnitt 

die Curve berührt. Da aber das Linienpaar A, B, welches durch die Gleichung (6.) 
dargestellt ist, die Curve in den 6 Puncten P schneidet, so geht der Kegel- 
schnitt (7.) durch die diesen entsprechenden 6 Puncto p. Dieses Jdfet sich 
umgekehrt auch so ausdrücken: 
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t8. Wenn man durch die drei Tangirungspuncte eines Kegel- 
ätkmtts und einer Curve dritter Ordnung einen beliebigen Kegelschnitt 
legt, so schneidet derselbe die Curve in drei neuen Puncten, in welchen 
ein anderer Kegelschnitt die Curve berührt 

Dafs dieser berührende Kegelschnitt zu demselben System wie der erste 
berührende Kegelschnitt gehört, ist einleuchtend. Es ist anch noch zu bemer- 
ken, dafs, wenn man den beliebigen Kegelschnitt, welcher durch die drei Be- 
rflbrangspuncte eines Kegelschnitts and der Curve gelegt ist, am die drei 
Berthraögsptmcte auf alle mögliche Art variiren Ififst, unter den 3 Schnitt- 
ptneten desselben mit der Curve auch die 3 Tangirungspuncte eines beliebigen 
beröhrenden Kegelschnitts aus demselben Systeme sein werden. 



Um auch die speciellen Fälle der Curven dritter Ordnung in unsere 
Betrachtungen zu ziehen, bemerken wir, dafs, während sich die Gleichung der 
Curve 3ter Ordnung y = 0, wie in (Bd. 28. dieses Journals S. 90) gezeigt, 
iü Allgemeinen auf die Form 

11. <p = y 3 i+yi+yi-2ny i y t x, = 
snrlekfOhren lifst, wo y 1= =0, y 2 = 0, y 3 = die Gleichungen dreier ge- 
nital Linien bedeuten, welche durch die 9 Wendepunote der Curve hin- 
durchgehen, in dem besonderen Falle, wenn die Curve einen Doppelpnnct bat, 
ana jener Gleichung eins der drei ersten Glieder wegfallt, so dafe die Gleichung 
der Curve die Gestalt 

12. y = yi+yi— Sny^y* = " 

annimmt. Denn es ist leicht zu sehen, dafs die Gleichung der Curve diesd 
Form annehmen mufs, wenn y t = 0, y t = die Gleichungen der beiden Tan- 
genten in dem Doppelpuncte der Curve sind. Stellt man, um die Wendepuncte 
der Curve zu finden, welche einen Doppelpunct bat, von der Function <p die 
Determinante 

y, = -2A^{f l +yi + i7iy i y 2 y,} 
auf, so erhilt man fflr diese Puncto: 

<p = 0, y = 0; 
woraus ersichtlich ist, dafs 6 von den 9 Wendepuncten in den Doppelpunct 
faHeu, wahrend die drei andern in der geraden Linie y 3 = liegen. 

Von den 4 Tangenten, welche von einem beliebigen Puncte der Curve 
an die Curve gezogen werden können, fallen zwei mit derjenigen geraden 
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Linie zusammen, welche den beliebigen Punct derCnrve mit dem Doppelpuncle 
verbindet. Da diese gerade Linie aber nicht als eine wahre Tangente zu 
betrachten ist, so bleiben in derThat nur 2 Tangenten übrig, und die Tangi*» 
rungspuncte p und P sind zwei entsprechende Pole in dem einzigen Wer Statt 
findenden Systeme. Die Function f für diesen Fall ist, abgesehen von einem 
constanten Factor, auf welchen es nicht ankommt : 

/*= yi+yi + 6nyiy*y>- 
Wenn man durch F 19 Y 2 , Y 3 dieselben linearen Functionen der Variabein 
JEi, X 2 , X 5 bezeichnet, welche yi, y u y 3 von or 19 # 2 , ar 3 sind, so ergabt 
sich folgendes System von Gleichungen zwischen den Coordinaten x^ ^r 2 , a? 3 
undJTj, X 2 , -X* 3 der entsprechenden Pole ^ und P, welches dann in dem vor- 
liegenden Falle das System von Gleichungen (1.) vertritt: 

Y iri •i r Y 2 ny^Y z ny 1 = 0, 
Y x ny> + Y 2 y 2 -f Y % ny t = 0, 

r ir , + r 2ri +o=o. 

Aus der letzten dieser Gleichungen ist zu sehen, dafs die Verbindungslinien 
der beiden entsprechenden Pole p und P mit dem Doppelpuncte harmonisch 
sind zu den beiden Tangenten der Curve in dem Doppelpuncte. Man er- 
hält also den einem gegebenen Puncte P der Curve entsprechenden Pal p, 
wenn man P mit dem Doppelpuncte 4er Curve durch eine gerade Linie 
verbindet und zu dieser Verbindungslinie und dem Tangentenpaare in 
dem Doppelpuncte die vierte harmonische Linie tonstruirL Diese Linie 
schneidet die Curve in dem Puncte p. { 

Wenn drei Puncte P der Curve auf einer geraden Linie A liegen, 
deren Gleichung 

13: « 1 F 1 +« 2 F 2 +«,r 3 = o 

ist, so berührt der Kegelschnitt 

14. a l a l y\'\-a 2 a 2 yi'\''a z a z y\ — 2a 2 a 3 y 2 y 3 — '2a 5 a l y % y l ^2u l a 2 y t: y2 

— ^ {^yiy2 — 2a 2 7tyi^a l 7if 2 ) = 

die Curve in den drei den Puncten P entsprechenden Polen p, welche dem 
Vor&ergehenden zufolge von dem Doppelpuncte aus leicht sich construiren 
lassen. Und <U6se Gleichung, welche analog, der Gleiohung (10.) gebildet ist, 
stellt, wenn man a l9 o*, % beliebig variiren läfst, das ganze System der Kegel- 
schnitte dar, welche die Curve dritter Ordnung, mit einem Doppelpuncte, in 
drei verschiedenen Puncten berühren. 
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Wenn, zweitens, die betrachtete Curve zwei Doppelpuncte hat, so fallen 
in der Gleichung (11.) zwei von den drei ersten Gliedern weg* und die Curve 

15. <p = yj — 2*iy 1 y,y, = 

zerfällt in einen Kegelschnitt y\ — 27ry 2 y 3 = und in eine gerade Linie yi = 0. 
Letztere schneidet den Kegelschnitt in den beiden Doppelpuncten der Curve. 
Die Tangenten des Kegelschnitts in diesen beiden Puncten werden durch die 
Gleichungen y 2 = 0, y 3 = ausgedrückt. Jedem Puncte P der Curve ent- 
spricht nun ein Pol p, dessen Coordinaten folgenden Relationen unterworfen sind : 

Yy t + Y 2 7iy 5 + Y,ny 2 = 0, 

y ir3 +o +F 3yi =o, 
y ir2 +r 2yi +o =o. 

Aus den beiden letzten Gleichungen sieht man, da/h das Linienpaar, welches 
zwei entsprechende Pole P und p mit einem der Doppelpuncte verbindet, 
zu der Tangente in dem Doppelpuncte und der Verbindungslinie der bei- 
den Doppelpuncte harmonisch ist. Hiernach lfifst sich, wenn ein Punct P 
des Kegelschnitts gegeben ist, der entsprechende Pol p der Curve dritter Ord- 
nung construiren; welcher ebenfalls auf dem Kegelschnitte liegen wird. Aus 
den beiden genannten Gleichungen entnimmt man ferner, dafs wenn der Punct P 
auf der Verbindungslinie der beiden Doppelpuncte liegt, der entsprechende 
Pol p ebenfalls auf dieser geraden Linie liegen wird; und aus der ersten 
Gleichung, dafs in diesem Falle das Polenpaar P, p harmonisch ist zu 
den beiden Doppelpuncten. Durchschneidet man die Curve mit einer geraden 
Lude A: 

16. a l Y l + a i r % +a I Y t = 0, 

in drei Puncten P, so lassen sich nach den obigen Bemerkungen die ent- 
sprechenden Pole p leicht construiren. In diesen Polen p berührt nun der 
Kegelschnitt, dessen Gleichung 

17. aiaiyi-f «aOjyj-f^^rs— 2«2«sy2r3— 2«t J «iy»yi— 2«aa»yiyt 

• n 
ist, den Kegelschnitt zweimal und die gerade Linie, aus welchen die Curve 
besteht. Es ist hier noch zu bemerken, dafs die Gleichung (17.), wenn man 
darin a 19 02, a 3 variiren läfst, alle Kegelschnitte umfafst, welche den Kegel- 
schnitt und die gerade Linie, ans welchen die Curve 3ter Ordnung besteht, 
erstere in zwei verschiedenen Puncten, letztere in einem Puncte berühren. 

CrtUe's Journal t d.M. Bd. XXXVI. Heft 2. 22 
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Hieran knüpft sich nun die Lösung der nachstehenden Aufgabe. „Wenn 
„ein Kegelschnitt und eine gerade Linie gegeben sind: die Berährungspuncte 
„desjenigen Kegelschnitts zu constfuiren, welcher den gegebenen Kegelschnitt 
„in zweiPuncten und die gegebene gerade Linie in einem Puncte berührt; sei 
„es, dafs die beiden Berfihrungspuncte auf dem gegebenen Kegelschnitt, oder 
„ein Berührungspunct auf dem Kegelschnitt, der andere auf der geraden Linie, 
„gegeben sind." 

Wenn endlich die betrachtete Curve drei Doppelpuncte hat, so fallen 
die drei ersten Glieder der Gleichung (11.) weg und die Curve zerfallt in 
drei gerade Linien, deren Gleichungen y t = 0, y 2 = 0, y 3 = sind. Es seien 
diese drei geraden Linien dieselben, welche im vorhergehenden Falle mit die- 
sen Symbolen bezeichnet wurden. Es entspricht jedem Puncte P ein Pol p 
unter Vermittelung der Gleichungen: 

0+r 2r3 +F 3 y 2 = 0, 

r ir3 +o +r 3ri = o, 

F iyi +F iri +0 =0; 

woraus sich zeigt, dafs jedem Puncte P auf einer Seite des durch die drei 
geraden Linien gebildeten Dreiecks der Pol p entspricht, der harmonisch ist 
zu ihm und dem Punctenpaare, welches die in Rede stehende Seite des Drei- 
ecks begrenzt. Durchschneidet man das Dreieck mit der geraden Linie A ii 
drei Puncten P, so wird der Kegelschnitt 

18. a l a l y\^ r a 2 a % f 2 ^ r a % a^yi — %*%<**?#* — 2a z a l y>y x — 2a l a 2 y l y 2 = 
das Dreieck in den drei entsprechenden Polen berühren. Und diese Gleichung 
stellt, unter der Voraussetzung, dafs <**, 02, a 3 beliebig variiren, alle Kegel- 
schnitte dar, welche die Seiten des Dreiecks berühren. Zieht man die Glei- 
chung {18.) von der (17.) ab, so erhält man *«"»?' = 0; welches be^ 

weiset, dafs die Kegelschnitte (17. und 18.) in dem Berfihrungspuncte der ge- 
raden Linie yY=0 eine 4punctige Berührung haben. Dieses läfst sich wie 
folgt zusammenfassen. Wenn man einen gegebenen Kegelschnitt und ein 
gegebenes Tangentenpaar desselben mit einer geraden Linie L durch- 
schneidet, so lassen sich zwei Kegelschnitte conslruiren, von welchen 
der eine den gegebenen Kegelschnitt in den beiden Schniltpuncten der 
geraden Linie L und zugleich die Verbindungslinie M der Tangirungs- 
puncte des gegebenen Tangentenpaares, der andere das Tangentenpaar in 
den Schniltpuncten der geraden Linie L und zugleich die gerade Linie M 
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berührt Diene beiden Kegelschnitte berühren sieh vierpunctig in demjenigen 
Puncie der geraden Linie M, welcher harmonisch ist zu dem Schnitt- 
puncte der Linien L und M und den Endpuncten der geraden Linie Id. 

6. 

Den drei Systemen von Kegelschnitten (9.), welche die gegebene Curve 
dritter Ordnung q> = in drei verschiedenen Puncten berühren, ordnen sich 
auch alle diejenigen Kegelschnitte unter, welche die Curve einmal vierpunctig 
und das anderemal zweipunctig berühren. Diese Art von Kegelschnitten (9.) 
entsprechen denjenigen unter den durch (8.) dargestellten geraden Linien A, 
welche die Curve berühren. Um die Berflhrungspuncte eines beliebigen dieser 
Kegelschnitte zu finden, nehme man ein Polenpaar P, p an und schneide die 
Curve durch die gerade Linie Pp in q. Alsdann giebt es zwei Kegelschnitte, 
welche die Curve in q zweipunctig berühren und von welchen der eine die 
Curve inP, der andere in/? vierpunctig berührt; und diese beiden Kegelschnitte 
gehören einem und demselben Systeme an. Es erhellet hieraus: 

18. Dafs alle Kegelschnitte, welche eine Curve dritter Ordnung, 
einmal vierpunctig, das anderemal zweipunctig berühren , in drei Systeme 
zerfallen. Ein gegebener Kegelschnitt dieser Art gehört dem einen oder 
dem andern Systeme an, je nachdem der vierpunctige Berührungspunct 
und der Schnittpunct der Verbindungslinie der beiden Berührungspuncte 
und der Curve ein Polenpaar des einen oder des anderen Systems sind. 

Ist der vierpunctige Berührungspunct gegeben und der zweipunctige zu 
Buchen, so verbinde man den vierpunctigen Berührungspunct mit den drei ihm 
in den drei Systemen entsprechenden Polen durch drei gerade Linien. Diese 
drei geraden Linien schneiden die Curve in den gesuchten Puncten. Die Auf- 
gabe Iäfst also drei Auflösungen zu. Ist dagegen der zweipunctige Berüh- 
rungspunct gegeben und der vierpunctige Berührungspunct zu suchen, so ergeben 
sich 12 Auflösungen der Aufgabe. Man erhält dieselben, wenn man zu dem 
gegebenen zweipunetigen Berührungspunct die drei Pole in den drei Systemen 
construirt und von den letzteren die 12 Tangenten an die Curve zieht. Die 
Berührungspuncte sind dann die gesuchten Puncte. 

Um analytisch die Kegelschnitte (9.) zu bestimmen, welche die gege- 
bene Curve dritter Ordnung, einmal vierpunctig, das anderemal zweipunctig 
berühren, bleibt noch übrig, die Relation zwischen den dreiGröfsen a M Oj, a 3 
aufzustellen, welche Statt finden mufs, damit die gerade Linie, deren Gleichung 

22* 
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«1^1 + «2^2 +«3^3 = ist, eine Tangente der Curve dritter Ordnung p = sei; 
oder mit andern Worten: Wenn die Gleichung einer beliebigen Cttrce dritter 
Ordnung in Puncteoordinaten gegeben ist, dieselbe durch Liniencoordi- 
nalcn auszudrücken. 

Diese Aufgabe läfst sich auf folgende Weise symmetrisch lösen. Man 
bilde die Determinante J aus folgenden Gröfsen: 

d*g> d*g> d f y 

dx\ > dx.dx^ dx.dx^ "" 

ay ay ay 

dx t dx^ dx\ » dx t dxS **> 

ay ay ay 

dx,dx t > djr.dx,' dx\ ' Ä39 
a 19 a 2 * «39 0. 

Sie wird sowohl in Beziehung auf a? n # 2 , #,, als in Beziehung auf die Gröfsen 
«i? «i? «3 homogen und vom zweiten Grade sein. Man betrachte ferner die 
6 Producte x x x^ x 2 x 2 , .... x x x 2 in den 6 Gleichungen 

&+«■-•. £+«•=<>• &+*-•. 

^l(«l^i+«2^2 + «3^3) = 0, 
^2(«l^i + «2^2+«3^3) = 0, 
^3(«l^i + «2^2 + «3^3)=0, 

als die Unbekannten und löse diese linearen Gleichungen auf. Setzt man als- 
dann die Werthe der genannten 6 Producte in die Gleichung ^=0, in welcher 
dieselben linear vorkommen, so hat man die gesuchte homogene Gleichung 
vom 6ten Grade in Beziehung auf die Liniencoordinaten a 19 a 2 , a 3 . Dafs das 
System von 6 Gleichungen Statt findet, wenn a i x l -\^a 2 x 2 '\-a z x z = die 
Gleichung der Tangente der Curve <p = in dem Puncte ist, dessen Coordi- 
naten x^ x 2 , ar 3 sind, ist einleuchtend. Es bleibt also noch nachzuweisen, 
dafs auch die Determinante J unter diesen Bedingungen verschwindet. Zu 
diesem Ende bemerke ich, dafs von den 4 Gleichungen 

Oi*i+ «1*1 + «i*j = A> 
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die drei ersten in die drei ersten mit dem Factor 2 multiplicirten Gleichungen 
des obigen Systems und die letzte in die Gleichung der Tangente übergehen, 
wenn man / = 1 und A t = A* = A z = A 4 = setzt. Betrachtet man aber die 
in diesen Gleichungen explicite und linear vorkommenden Gröfsen x^ x 2 , x^ l 
als Unbekannten und löset sie nach diesen Unbekannten, z. B. nach a?,, auf, 
so erhalt man eine Gleichung von der Form 

x t J = aiA t -\- a^A^-^a^A^-^a^A^. 
Setzt man nun -4 1 e=,4* = -43== A = 0, so verschwindet J; was zu be- 
weisen war. 

7. 

Unter den drei Systemen von Kegelschnitten (9.) , welche die gegebene 
Curve dritter Ordnung in drei verschiedenen Puncten berühren, finden sich 
auch solche Kegelschnitte, welche mit der Curve eine 6punctige Berührung 
haben. Denn wenn man die gerade Linie A in die Lage einer Wendetangente 
bringt, welche, wie bekannt, der Curve in 3 Puncten P begegnet, die in einen 
zusammenfallen, so werden die diesen entsprechenden Puncte p, welche die 
Berflhrungspuncte der Kegelschnitte (9.) sind, ebenfalls in einen zusammen- 
fallen; woraus eben eine 6punctige Berührung entsteht. Da aber jeder von 
den 9 Wendepuncten drei ihm entsprechende Pole hat, so hat eine Curve 
dritter Ordnung im Allgemeinen 27 Puncte n, in welchen sie von Kegel- 
schnitten ßpunctig berührt werden kann. Wenn man von einem der Wende- 
puncte d die drei Tangenten an die Curve zieht, so werden die Tangirungs- 
puncte a, ß, y die dem Wendepuncte d entsprechenden Pole in den drei 
Systemen sein; was aus der in (§. 2.) angegebenen Construction des einem 
gegebenen Puncte der Curve entsprechenden Poles erhellet. Diese drei Puncte 
a, ß, y liegen in einer und derselben geraden Linie. Denn bekanntlich liegen 
die 6 Berührungspuncte der Tangenten, welche von einem beliebigen Puncte 
an die Curve dritter Ordnung gezogen werden können, in einem Kegelschnitte. 
Rückt nun der beliebige Punct in einen Wendepunct, so fallen 3 von den 
Berührungspuncten in einen Punct der Wendetangente; weshalb die drei übri- 
gen ebenfalls in einer geraden Linie liegen müssen. 

19. Die Berührungspuncte der 27 Tangenten, welche von den 
Wendepuncten einer Curve dritter Ordnung an die Curve gezogen wer- 
den können, sind diejenigen Puncte n, in welchen Kegelschnitte die Cur ve 
ßpunctig berühren können. Die 27 Kegelschnitte, welche die Curce ßpunctig 
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berühren, so wie die 27 Berührungspuncte n, zerfallen in drei Systeme 
von je 9 Kegelschnitten oder 9 Puncte*. Ein beliebiger von diesen Ke- 
gelschnitten und sein Berührungspunct gehören dem einen oder dem andern 
Systeme an, je nachdem der Berührungspunct und der Schnittpunct det 
Tangente in dem Berührungspuncte und der Curve, welcher ein Wende- 
punct ist, ein Polenpaar des einen oder des andern Systems bilden. 

Um die Lage der 27 Puncte a, ß, y zu einander zu erforschen, mufs 
man die Lage der 9 Wendepuncte d ins Auge fassen. Letztere läfst sich aus 
dem Satze von Poncelet: „dafs jede, durch zwei Wendepuncte der Curve dritter 
„Ordnung gelegte gerade Linie auch einen dritten Wendepunct der Curve trifft," 
auf folgende Art erkennen. Wenn <?i, <? 4 , £ 7 drei, nicht in einer geraden Linie 
liegende Wendepuncte sind, so schneiden die geraden Linien <? 4 c? 7 , c? 7 <?i, <?i<?4 
die Curve respeclive in drei neuen Wendepuncten $ 2 , c? 6 , c? 8 . Man überzeugt 
sich leicht, dafs diese letzteren ebenfalls nicht in einer geraden Linie liegen. 
Denn lägen sie in einer geraden Linie, so hätte man folgende 4 Combinatio- 
nen der 6 Wendepuncte, welche in einer geraden Linie liegen: 

*4*7*ll <Ml<*6l Wtdti (T 2 tf 6 i> 8 . 

Verbindet man diese 6 Wendepuncte mit irgend einem der drei andern durch 
6 gerade Linien, so müfste jede von diesen Linien die Curve in einem neuen 
Wendepuncte schneiden. Man erhielte also auf diese Weise statt der 9 Wende« 
puncte 13. Da nun die Wendepuncte <T 2 , c? 5 , c? 8 nicht in einer geraden Linie 
liegen, so werden die geraden Linien <? 5 c? 8 , J 8 J 2 , c? 2 cP 6 die Curve in den drei 
noch übrigen Wendepuncten <? 3 , c? 6 , d* schneiden« Erwägt man endlich, dafe 
die geraden Linien c?i<? 2 , <Ms? <?7<?8 die Curve nur in denPuncten <? 3 , <? 6 , <? 9 
schneiden können, so erhält man folgende Combinationen der Wendepuncte, 
welche auf einer geraden Linie liegen: 

did 2 dj • . . . d^s^e • ... <?7<?8<?9 9 

$2<fiV 7 . . • . ^3(^5 $ 8 . . . . <?1<?6^9) 
<?5<?7<?1 • • • • ^6^8^2 • • • • ^4^9^31 

Ich werde die den Wendepuncten ^, c? 2 , .... <? 9 entsprechenden Pole n 
In dem ersten Systeme durch a 19 02, .... «9, 
In dem zweiten Systeme durch ß n ß 2 , .... /3$, 
In dem dritten Systeme durch y n y 2 , .... y 9 
bezeichnen. Wenn nun & M &i# ß irgend eine der angegebenen 12 Combina- 
tionen der Wendepuncte ist, welche in einer geraden Linie liegen, so sind 
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«.«i<^ ß»ßi^ r*ri^ 

drei Coordinaten von Puncten, welche ebenfalls in einer geraden Linie liegen. 
Denn wenn man ein Polenpaar a a d u mit einem zweiten Polenpaar a x d x des- 
selben Systems durch zwei gerade Linien a x a x nnd d K d x verbindet, so schnei- 
den sich die Verbindungslinien nach (N. 6.) in einem und demselben Puncto 
der Curve. Es schneidet aber die gerade Linie 9 u d x die Curve in d^i folg- 
lich liegen die Puncte « # , a i9 d^ in einer und derselben Linie; was sich kurz 
so ausdrücken läfst: 

20. Jede gerade Linie, welche zwei Puncte n aus demselben Systeme 
verbindet, schneidet die Curve dritter Ordnung in einem Wendepuncte} 
woraus folgt, dafs 108 mal zwei Puncte n und ein Wendepunct in einer 
geraden Linie liegen. 

Wenn, wie oben, d M d x i ß irgend eine Combination der Wendepuncte 
ist, welche auf einer und derselben geraden Linie liegen, so ist a K ß x y M 
eine Combination von drei Puncten n, welche ebenfalls auf einer geraden 
Linie liegen. Denn wenn man ein Polenpaar a K d M mit einem Polenpaare ß x d x 
eines anderen Systems durch zwei gerade Linien d u d x und a x ß x verbindet, so 
schneiden dieselben nach (N. 14.) die Curve in einem Polenpaare $ M y M des 
dritten Systems. Dieses, mit der obigen Bemerkung, dafs auch a,, /?,, y u in 
einer geraden Linie liegen, verbunden, giebt folgenden Lehrsatz: 

21. Jede gerade Linie, welche zwei Puncte n verbindet, die ver- 
schiedenen Systemen angehören, schneidet die Curve dritter Ordnung in 
einem Puncte n des dritten Systems. Es liegen also 8imal drei Puncte n 
auf einer geraden Linie *). 

Da die 9 Puncte n aus einem und demselben Systeme die den 9 Wende- 
puncten der Curve 3ter Ordnung in diesem Systeme entsprechenden Pole sind, 
so werden von den ersteren so oft 6 Puncte auf einem Kegelschnitt liegen, 
als von den letzteren 6 auf einem Linienpaare liegen. Hieraus folgt mit Rück- 
sicht auf die angegebene Lage der Wendepuncte, der Lehrsatz: 

22. Von den 9 Puncten n eines und desselben Systems liegen 
66 mal 6 Puncte auf einem Kegelschnitt. 



*) Herr Professor Steiner giebt in dem Auszuge aus seiner am 27ten Nov. 1845 in 
der Akademie der Wissenschaften zu Berlin gehaltenen Vorlesung (in diesem Journal Bd. 32. 
S. 182) die Zahl der geraden Linien, von denen jede durch drei Puncte n hindurchgeht, 
auf 108 an. Nach meiner Auseinandersetzung müssen einige von den 108 geraden Li- 
nien, welche dieser berühmte Geometer im Auge gehabt hat, zusammenfallen, so dafs nur 
81 wirklich von einander verschiedene Linien übrig bleiben. 
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Hieraus erhellet, dafs diese 9 Puncte nicht die Durchschnittspuncle 
zweier Curven dritter Ordnung sein können. 

Wenn man in dem Lehrsatze (18.) für den ersten Kegelschnitt den- 
jenigen auswählt, welcher in einem Puncte n die Curve 6punctig berührt, so 
ergiebt sich folgende Eigenschaft dieser Puncte: 

23. Alle Kegelschnitte, welche eine Curve dritter Ordnung in 
einem Puncte n 3punctig berühren, schneiden die Curve in drei Puncten, 
in welchen ein anderer Kegelschnitt die Curve berührt; und umgekehrt: 

24. Es giebt 9 Kegelschnitte, welche durch die drei Ecken eines 
der Curve dritter Ordnung einbeschriebenen Dreiecks hindurchgehen, dessen 
Seiten die Curve in drei in gerader Linie liegenden Puncten schneiden 
und in einem andern Puncte die Curve dreipunetig berühren. Der Ort 
dieser Berührungspuncte sind die 9 Puncte n, welche demselben Systeme 
angehören, dem das Dreieck angehört. 

Königsberg, im Juli 1847. 
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durch gerade Linien, und über geometrische 
Definitionen dieser Curven. 

■ (Vob ? Herrn H. Graf$ma$m, Oberlehrer an der Friedrich- Wilhelm-Schule zu Stettin!) 



In einem Aufsätze Aber Curven dritter Ordnung, im 34ten Bande dieses Jour- 
nals, behauptet Herr Professor Plücker, es gebe noch keine allgemeine, geo- 
metrische Definition einer Curve dritter Ordnung, und schliefst daraus, dafs 
eine rein geometrische Behandlung dieser Curven, und also um so mehr der 
höheren Curven, gegenwärtig noch unmöglich sei. Nun habe ich im 31len Bande 
dieses Journals die Grundzüge einer rein geometrischen Behandlung der hö- 
heren Curven zu geben versucht, und habe dort, namentlich für die Curven 
dritter Ordnung, eine geometrische Definition aufgestellt, deren Allgemeinheit 
ich dort nachgewiesen habe (S. 15 bis 17); ich könnte daher den Gegenstand 
als abgemacht ansehen, und mich damit beruhigen, dafs Herrn Plücker jener 
Band des Journals nicht zu Gesichle gekommen sei, wenn ich nicht befürch- 
tet mfifsle, dafs durch die so entschieden ausgesprochene Behauptung mancher 
Leser irre geführt werden möchte. Ich werde daher den Gegenstand hier 
noch einmal, und zwar von einem umfassenderen Gesichtspuncte aus aufnehmen. 

Die einfachsten geometrischen Definitionen der Curven dritter Ord- 
nung, deren jede diese Curven in ihrer ganzen Allgemeinheit darstellt, wür- 
den folgende drei sein; zwischen denen man, um eine methodische Behandlung 
darauf zu gr Anden, wählen kann: 

No. 1. Der geometrische Ort der gemeinschaftlichen Spitze zweier Drei- 
ecke, deren Winkel an der Spitze einen gemeinschaftlichen Schenkel 
haben, während von den beiden nicht gemeinschaftlichen Schenkeln der- 
selben jeder durch einen gegebenen Punct geht und von den 4 End- 
punclen der Grundseiten jeder in einer gegebenen geraden Linie liegt, 
ist eine Curve dritter Ordnung. 
* Mo. 2. Wenn die Seilen eines veränderlichen Vierecks und eine Dia- 
gonale desselben um feste Puncto sich drehen, und die von der Diagonale 
nicht getroffenen Ecken in festen Geraden liegen, so ist der geometrische 
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Ort jeder von der Diagonale getroffenen Ecke des Vierecks eine Curve 
dritter Ordnung. 

No. 3. Der geometrische Ort eines Punctes, dessen Verbindungslinien mit 
3 gegebenen Ptincten 3 gegebene Gerade so schneiden, dafs die 3Durc&- 
schnittspuncte in gerader Linie liegen, ist eine Curve dritter Ordnung *)• 

Von diesen 3 Definitionen habe ich die erste in den oben angeführten 
Aufsätze als eine alle Curyen dritter Ordnung umfassende nachgewiesen, und 
ich habe dem Beweise nichts weiter hinzuzufügen. Dafs der geometrische Ort, 
welcher in der zweiten und dritten Definition genannt ist, gleichfalls eine Curve 
dritter Ordnung sei, ist dort ebenfalls bewiesen. Es bleibt nur übrig, zu 
zeigen, dafs auch jede dieser beiden letzten Definitionen alle Curven dritter 
Ordnung umfafst. Für die zweite Definition will ich hier den Nachweis voll- 
ständig liefern, während ich für die dritte nur den Gang des Beweises an- 
geben werde. 

Es sei xuyiif (Taf. I. Fig. 1.) das veränderliche Viereck, dessen 
Seiten xu 9 uy, yu n u t x und dessen Diagonale xy sich beziehlich um die 
festen Puncte a, b, a n b x und d drehen und dessen Ecken u und u k sich 
beziehlich in den festen Geraden C und C x bewegen. Der Kürze wegen be- 
zeichne ich, wie im ersten Aufsatze, die Verbindungslinie zweier verschie- 
dener Puncte a und b durch ab, und den Durchschnitt zweier verschiedener 
Geraden A und B durch AB; wenn mehrere solche Ausdrücke ohne Klam- 
mern nebeneinander geschrieben sind, so soll die Construction in der Ordnung 
fortschreiten, wie diese Ausdrücke von links nach rechts hin folgen. Dann 
läfst sich nachweisen, dafs die von dem Puncte x construirte Curve dritter 
Ordnung die 9 Puncte 

a, a„ d, CC„ («*)(«A), dbC, db.C,, abC k , a^C 
enthalt, die ich nach der Reihe beziehlich mit 

a, <* M d, e, f, g, g^ h, A, 

bezeichnen will. In der That: liegt x in einem der Puncte «, « 19 oder d, 
so kann die Verbindungslinie zwischen x und diesem Puncte jede Richtung 



*) Ich verstehe hier unter Curve dritter Ordnung (algebraisch gefafst) die Gesammt- 
heit der Puncto, deren Coordinaten einer algebraischen Gleichung genügen, welche in 
Bezug auf diese Coordinaten vom 3ten Grade ist; und zwar auch dann noch, wenn be- 
liebig viele der Constanten Null werden. Ich würde hiefür den Ausdruck Punctyebilde 
Sten Grade* vorziehen, wenn ich nicht befürchtete, dadurch undeutlicher zu werden. 
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l, und es UM sich daher dann leicht ein Viereck von der verlang- 
ten Art zeichnen. Liegt z. B. x in «, so giebt xa x C x den Pnnct * n (*ifti)(a4) 
den Pnnct y, ybC den Pnnct «; und verbindet man nun noch « mit a, so 
hat das so constrnirte Viereck xu x yu die verlangte Eigenschaft, d. h. a ist 
ein Pnnct der von a? construirten Curve. liegt x nicht in einem dieser 3 Puncte, 
M haben die 8 von x ausgehend» Geraden xa 9 xd, xa x bestimmte Rich- 
tungen, und es werden alle diejenigen Puncte a:- Puncte der Cnrve sein, fAr 
welche die 3 Geraden 

xaCb, xa x C x b xy xd 
durch denselben Punct (y) gehen. Liegt nun x in C oder in ab f so wird 
die erste jener 3 Geraden gleich xb; liegt x in C t oder in a k b k ^ so wird 
die zweite jener Geraden gleich xb lr Liegt also x in dem Durchschnitt von 
C und €i, oder von ab und a k b x ^ oder von C und a k b x , oder von C x und ab, 
so gehen jene 3 Geraden durch denselben Punct xt d. h. es sind diese Durch- 
schnitte Puncte der von x construirten Curve, d. h. es liegen e, f f h f h x in 
dieser Curve. Endlich: liegt x im Durchschnitt von db und C, so wird die 
erste jener 3 Geraden gleich xb und die dritte gleich xd; was mit xb zusam- 
menfallt: also gehen dann wieder die 3 Geraden durch denselben Punct; d. h. g 
ist ein Punct der Curve, und aus demselben Grunde auch g x . Es sind daher 
alle 9 oben genannten Puncte als Puncte der durch die Ecke x beschriebenen 
Cnrve dritter Ordnung nachgewiesen. 

Nach diesen Vorbereitungen hat es nun keine Schwierigkeit mehr, die 
in No. 2. angegebene Erzeugung als eine allgemeine, d. h. als eine solche 
nachzuweisen, durch welche jede beliebige Curve dritter Ordnung erzeugt 
werden kann. In der That: ist irgend eine Curve dritter Ordnung gegeben, 
so schreibe man ihr irgend ein Viereck fheh x ein, dessen Seiten fh 9 he, 
*Ai? Kf die Curve zum dritten Male, beziehlich in den Puncten a, y x , g, a x 
treffen mögen und ziehe von irgend einem andern Puncte d der Curve, der 
aber nicht in dem Durchschnitt der beiden Linien ag und ai§ x liegt, nach zwei 
auf einander folgenden der letztgenannten Puncte, z. B. nach g x und g, die 
Geraden, welche die gegenüberstehenden Seiten des Vierecks beziehlich in b x 
und b schneiden mögen; dann sind die 9 so gewonnenen Puncte der Curve 
zufolge der vorher gegebenen Entwickelung zugleich Puncte derjenigen Curve 
dritter Ordnung, welche durch eine Ecke x eines Vierecks xuyu x beschrie- 
ben wird, dessen Ecken u und u x sich beziehlich in den Geraden eh x und *h 
bewegen, während die Seiten xu, uy, yv x ^ u x x und die Diagonale xy be- 

23* 
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ziehlich um die Puncte a, b, b^ /i 19 d sich drehen. Diese so erzeugte Curve 
hat mit der gegebenen 9 Pancte gemein; nnd zwar, da d nicht in dem durch 
die übrigen 8 Punote schon bedingten Puncte (nämlich in dem Durchschnittspnncte 
der Geraden ag und a x gd Wögt, 9 solche. Puncte, durch welche eine Curve 
dritter Ordnung bestimmt ist. Somit fällt die durch die Ecke x erzeugte Curve 
mit der gegebenen zusammen, und die Definition No. 2. ist als allgemein nach-* 
gewiesen. Hiermit ist zugleich gelegentlich der nachstehende Satz bewiesen:« 

Wenn man einer Curve dritter Ordnung ein Viereck ifheh^ ein- 
schreibt, dessen 4 Seiten (fh, he, *A n h L f) die Curve beziehlich in 
4 neuen Puncten (a, g l9 g, a t ) treffen, und man zieht von zweien 
dieser letztgenannten 4 Puncte, die in gegenüberliegenden Seiten jenes 
Vierecks liegen (z. B. von g und a, oder von g x und «0, die Geraden 
beziehlich nach einem 9ten und einem lOten Puncte der Curve (d und x% 
was auf 4 Arten möglich ist: so geht jedesmal die Verbindungslinie der- 
jenigen Puncte (b und u, oder b t und fix), worin diese Geraden bezieh- 
lich die gegenüberliegenden Seiten deä Vierecks treffen, durch einen und 
denselben Punct (y) der Verbindungslinie des 9ten und lOten Puncts; 
welche jener 4 möglichen Arten der Verbindung man auch wählen mag. 

Den Beweis davon, dafs auch die dritte Definition allgemein sei, wilTich 
hier nur mehr andeuten, als ausführen. Es sei x (Fig. 2.) der veränderliche 
Punct, dessen Verbindungslinien mit den festen Puncten a, b, c beziehlich die 
festen Geraden A, B, C so schneiden, dafs die drei Durchschniltspuncte v, v, w 
in gerader Linie liegen, In dem angeführten Aufsatze (S. 17) habe ich ge- 
zeigt, dafs dann der geometrische Ort von x eine Curve dritter Ordnung ist, 
welche durch folgende 9 Puncte gehl: 

a, b, c, BC, CA, AB, bcA, caB, abC, 
die, ich beziehlich mit 

a, b, c, a x , t n c x , <*, ß, . y 

bezeichnen will. Nun läfst sich leicht zeigen, dafs man jeder Curve dritter 
Ordnung Dreiecke einschreiben kann, deren entsprechende Seiten sich auf der 
Curve schneiden. Es seien abe und a i b L e l zwei solche, einer gegebenen» 
Curve dritter Ordnung eingeschriebene Dreiecke, deren entsprechende Seiten- 
sich beziehlich in den Curvenpuncten y, a, ß schneiden. Dann sind diese 
9 Puncte zugleich Puncte der Curve dritter Ordnung, welche durch einen 
Punct x beschrieben wird, dessen Verbindungslinien mit a, *> e die Geraden 
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*i Qi v *M ? «A keaiehlich in dreien in : gerader Urne liegenden' Fensen schnei- 
de»; und »war sindies 9 selche Pointe, durckwetehe die: Gttry«; dritter Ordnung 
beatratibt- ist; folglich fällt • die durch x erzeugte Cirve iriit der gegebenen zu- 
sammen, und die Definition No. 2. ist als allgemein nachgewiesen. 

. U» den Gegenstand endlich noch vöti einem allgemeineren Gtesichts- 
MjBte w w* feetraehfen; wferde ich den aU£eraeinen Satz über die Art, wie 
Guttvan dritter Ordnung und Curven dritter daise durch Bewegung vongera-; 
denr Linien eszeugt werten können, aufstellen'; aus welchem man dann beliebig 
vttfe rein geometrische Definitionen der Curven dritten Grades ' ableiten kann. 

Um diesen Satz- in leicht fafslicher Form aussprechen au können, will? 
iefe mich des Begriffs der offenen (nicht geschlossenen) 1 Figur bedienen. . Die! 
ofrae Figur, besteht aus einer Reihe von Punoten und geraden Linien, in der 
Ait,oddfe auf jeden Punct eine durch ihn gebende Gerade, und auf jede Ge- 
rade ein in ihr liegender Punct folgt, bis endlich die R*ihe entweder mit 
12 Puncto oder «einer Geraden schliefist ; wie sie denn auch entweder mit 
Puncto oder ntit einer Geraden beginnt .Punct und Gerade will ich. 
mdamihen Elemente nennen; das Element, mit welchem jene Reibe beginnt, 
will ich Anfangs -Element; das, womit sie schliefst, End- Element, beide zusam- 
men Grenz -Elemente der offenen Figur nennen; alle Puncte der Reihe, die 
nicht Grenz -Elemente sind, nenne ich Ecken, alle Geraden der Reibe, die 
nicht Grenz -Elemente sind, Seitenlinien, oder kurzweg Seiten der. offenen Figur. 
Es sind hiernach also 3 Fälle möglich: entweder beide Grenz -Elemente sind 
Puncte'; dann hat die Figur eine Sfcite mehr als sie Ecken 1 hat; oder beide 
Gr^nz- Elemente sind Gerade; dann hat sie eine Ecke mehr, als sie Seiten 
hat; oder endlich: Ein Grenz -Element ist ein Punct, das andere eine Gerade; 
dann hat sie eben so viele Ecken als Seiten und verwandelt sich, wenn der 
Grenzpunct in der Grenzlinie liegt, in eine geschlossene Figur; Wenn die 
offene Figur sich stetig verändert, so können bei dieser Veränderung in be- 
sonderen Übergangsfallen 2 aufeinander folgende Gerade der Reihe, oder 2 auf- 
einander folgende Puncte derselben zusammenfallen; alsdann kann man dort 
jeden Punct der zusammenfallenden Geraden als zwischenliegende Ecke, hier 
jede durch die zusammenfallenden Puncte gelegte Gerade als zwischenliegende 
Seitenlinie der offenen Figur auffassen. Der Satz von Erzeugung der Curven 
dritten Grades wird sich nun in folgender Gestalt darstellen lassen: 

Wenn in einem Verein dreier offener Figuren, deren Anfangs-Ele- 
mente und deren End-Elemente zusammenfallen, alle Seiten derselben um 
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feste Puncto und alle Ecken derselben in festen Geraden sich bewegen, 
so beschreibt jedes Grenz-EIement ein Gebilde dritten Grades*); und 
anfser dieser giebt es keine durch blofse gerade Linien bedingte Erzeu- 
gung der Gebilde dritten Grades. 
Der Beweis des ersten Theils dieses Satzes ist in dem oben ange- 
fahrten Aufsätze gegeben, in welchem der Satz ftr höhere Curven aufgestellt 
ist. Dafs es aufserdem keine andere lineale Erzengungsweise der Gebilde dritten 
Grades giebt, folgt leicht aus demselben allgemeinen Satze* fllr höhere Curven, 
indem sich leicht zeigen lAfst, dafs alle andern Erzeugungs -Arten entweder 
höhere oder niederere Gebilde liefern. Der Satz, den ich hier aufgestellt 
habe, bietet 3 wesentlich verschiedene FAlIe dar, nfimBch: erstens, wenn die 
3 offenen Figuren Puncto zu Grenz -Elementen haben, so beschreiben beide 
Puncte, jeder eine Curve dritter Ordnung; oder zweitens, wenn die Grenze- 
Elemente gerade Linien sind, dann umhüllen diese Geraden jede eine Curve 
dritter Classe; oder endlich, wenn von den Grenz -Elementen eins ein Punct, 
das andere eine Gerade ist, so wird von jenem eine Curve dritter Ordnung 
beschrieben, von dieser eine Curve dritter Classe umhüllt Ich will hierbei 
noch bemerken, dafe von den 3 oben zu einer Definition aufgestellten Er- 
seugungs- Arten No. 2. zu den/ ersten dieser 3 Fälle , und No. 1. und No. 3. 
zu dem letzten derselben gehören. 

Stettin, den 28ten November 1847. 



*) Ich sage, ein Punct beschreibe ein Gebilde fiten Grades, wenn er eine Curve 
»ter Ordnung (ein Punctgebilde nten Grades) durchläuft, und eine Gerade beschreibe ein 
Gebilde *ten Grades, wenn sie eine Curve »ter Classe (ein Liniengebilde fiten Grades) 



ii a. Radicke, Hier eine gewisse Integrationsmethode, 183 

IIa. 

Notiz über eine fruchtbare Integrationsmethode, und 
Benutzung derselben zu einer einfachen Darstellung 

des Werths von ft&Zft • 



(Von Herrn Prof. Dr. Rauche za Bonn.) 



Etas Differentiiren and Integriren unter dem Integralzeichen ist mehrfach be- 
■atzt worden, nm ans einem bekannten (besonderen) Werthe des Integrals 
einer Function (p(x) das Integral derjenigen Functionen abzuleiten, die ans 
tp{x) durch Differentiiren nnd Integriren nach einer in derselben enthaltenen 
Constanten entstehen. 

Desselben Mittels kann man sich auch bedienen, nm Integrale gegebe- 
ner Functionen statt der Functionen, die erst durch Differentiiren und Inte- 
griren gewonnen werden und deren Form also mehr oder weniger dem Zu- 
fall Obertassen ist, aufzusuchen, indem man eine der beiden Formeln 

1- Jf&)dx = D^ixjf{m)ia f 
2. fftx)dx =zfdafD a fdx\<p{x) 

zum Grunde legt, in welchen irgend für eine in f(x) vorkommende Constante, 
D a (nach Caucby) die auf a sich beziehenden DifferentiaIco£fficienten bezeichnet, 
q>(x) diejenige Function von x ist, welche, wenn der fftr fdajD a fdx ge- 
fundene Werth durch ty{x) ausgedrückt wird, ans 

9>(*) =J(f(*) — V>W)dx 
sich ergiebt, und wo endlich die Integrationen zur Rechten ohne Rücksicht auf 
irgend einen besondern Anfangswerth ausgeführt angenommen werden mögen. 
In der ersten Formel ist jeder besondere Werth von D a fdxff(x)da 

zugleich ein besonderer Werth von ff(x)dx, indem, wenn man unter den 

Integralen fdaff{x)da uui/dxff(x)da irgend einen ihrer besondern Werthe 
sich vorstellt, X eine bestimmte, von a unabhängige Function von x und A 
eine von x unabhängige Function von a bezeichnet, stets 
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Jdaff{x)dx = Jdxß{x)da\X\A 

und folglich das mit ff(x)dx identische 

D u fd*ff(*)da gleich D a fdmff{x)ia\D a A ^ ist •, 

In der zweiten Gleichung ist nicht jdder Werth von fdi*fD a fdx' 
zugleich ein Werth von /f(x)dx, indem allgemein 

ft(x)dx = D a fdaffdx =* fdaD a ffdx\<p(x) 

(unter <p(x) eine besondere von a unabhängige Function von x verstanden) 
und Daffdx = jD a fdx\A ist (A als eine von x unabhängige Function 
von a betrachtet), also die in (2.) angegebene Ergänzung durch HinzufOgung 
einer bestimmten, vopi der Besonderheit der benutzten, auf a und x sich be- 
ziehenden Integralwerthe abhängigen Function von x, im allgemeinen Fall 
nothwendig wird. 

, t er- 

halt mm naoh und nach:' 

/• dx i_ D f ix 

J(x*+a)— 1 ~~ »—2 *V(.r*+e)—" 

/* dx 1 n f dx 

J (x'+a)"- 2 ~ n—3 Ua J(x t +u)*-*' > elC " 
mithin 

f dx (-1)- 1 nr-i fdx _ M)-' ' ^-i x 

J (*"+a)» 1.2.1...MrV?f«""t.2.il....M/» « «««"«TJ- 
Bonn, im April 1847. 
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12. 

Über die Intensität des durch die Atmosphäre 
reflectirten Sonnenlichts. 

(Fortsetzung des Aufsatzes „tfber die Licbtzerstreuung in der Atmosphäre/' Bd. 34. Nr. 6.) 
(Von dem Herrn Candidaten JB. Clausius zu Berlin.) 



In dem Aufhetze *Über die Lichtzerstreuung in der Atmosphäre" habe ich 
gezeigt, dafs es, welche Hypothese man anch Aber diejenigen Bestandteile 
der Atmosphäre annehmen mag welche die Reflexion des Sonnenlichtes ver- 
Ursachen und dadurch der Atmosphäre selbst eine gewisse leuchtende Kraft 
mittheilen, für die Berechnung dieser Wirkungen jedenfalls vorteilhaft sei, 
den Antheil des Lichts, welcher erst nach mehrmaliger Reflexion in unser 
Auge gelängt, von demjenigen zu sondern, der nur eine Reflexion erleidet. 
Diese Sonderung liefs sich allgemein ausführen; so dafs sie fflr jede specielle 
Hypothese anwendbar bleibt Nur die Berechnung einer in der Endformel 
vorkommenden Gonstante und noch eine andere nöthige Bestimmung waren in 
solcher Allgemeinheit nicht möglich; und diese wurden, um wenigstens zu zeigen, 
in welcher Art sie bei besonderen Annahmen geschehen konnten, beispiels- 
weise fflr eine bestimmte Hypothese durchgeführt. Die weitere Ausführung 
der Rechnungen dagegen, um die Helle, mit welcher das Himmelsgewölbe der 
Erd- Oberfläche leuchtet, au bestimmen, erfordert ein näheres Eingehen in 
die Natur der lichtzerstreuenden Körperchen in der Atmosphäre. Ich behielt 
mir diese Entwickelangen vor* und sie sind der Gegenstand der vorliegen- 
den Arbeit. 

Es wird zweckmäßig sein, die zu dem Ende gewählte Hypothese so- 
gleich vorauf zuschicken, um dadurch die Anschauung zu erleichtern; jedoch ist 
zu bemerken, dafs der Gang der Eni Wickelungen im Allgemeinen von jener 
Hypothese unabhängig ist und dafs man bei einer andern Hypothese nur die 
Form der Function F(q>y und diejenigen Rechnungen, welche sich speciell 
auf dieselbe beziehen, ändern dürfe; wodurch dann freilich auch die gefun- 
denen Zahlenwerthe anders ausfallen. 

Es werde also im Folgenden angenommen (wie schon früher beispiels- 
weise geschah), dafs die Lichtzerstreuung in der Atmosphäre durch äufseret 

CreUe's Journal l d. M. Bd. XXXVI. Heft 3. 24 
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feine, selbst bei klarem Wetter in der Luft schwebende Dunstbldschen 
bewirkt werde. 

Diese Ansicht findet sich z. B. bei Newton (Optics, Book II, Part III, 
Prop. V. u. VH.) (jedoch scheint es, als habe bletoton* unter Vapour nicht 
sowohl Wassevb laschen, als vielmehr solide Waseerkügelchen verstanden) und 
bei Her sehet (Vom Lichte §. 1143.). Sie ist, wie schon erwähnt, dadurch 
sehr bequem, dafs sich nach ihr die blaue Farbe des Himmels und die Morgen- 
und Abendröthe auf eine leichte Weise erklären lassen. Freilich sind von 
vielen Gelehrten auch andere Ansichten aufgestellt und vertheidigt worden: 
doch ist hier, nicht der Ort, den Grad der Wahrscheinlichkeit derselben M un- 
tersuchen. Jedenfalls wird es nützlich sein, eine Hypothese näher ins Auge 
zu fassen und ihre Folgen zu entwickeln; denn, indem sich die Ergebnisse 
dann« mit. der Wirklichkeit vergleichen lassen, bat -man eihen Prüfstein für 
die. Hypothese selbst. 

Die nächste Aufgabe, mufa demnach sein, specieller, als es in dem vo- 
rigen. AufeaUa geschehen konnte, m betrachten, was ans dem lachte, wird, 
welches, von der Sonne kommend, auf ein Dampf Wäschen fällt. 

Wir wollen vorläufig die. Sonnenstrahlen als parallel betrachten; d. h. 
von dem Räume > weichen die Sonnenscheibe am Himmel einnimmt, absehen, 
und annehmen, die, ganze leuchtende Kraft der Sonne gehe von einem und 
demselben Puncto des Himmels aus/ 

Setzt man, nun diese leuchtende Kraft oder die Intensität des Sonnen-: 
licbts =1, so wird die Liobtmenge, welche auf eine, den Sonnenstrahlen 
normal, entgegengehaltene Ebene fällt, durch die Gröfse dieser Ebene ausge- 
drückt^ und die Lichtmenge, welche auf irgend einen Körper fällt, durch die 
senkrechte Protection seiner ganzen der Sonne zugekehrten Fläche auf eine 
gegen die Strahlen normale Ebene. Bei einer Kugel ist diese Protection ein 
gröfster Kreis. Betrachtet man also ein Dampfbläschen , dessen Radius = g 9 
also dessen gröfster -Kreis ==s^ 7 si ist, so drückt .die. Formel 

(1) 9 % n 
die ganze», auf das Bläschen fallende Xichtmenge aus; und davon wird ein 
Theil durchgelassen « ein anderer durch Reflexion nach allen Richtungen hin 
zerstreut. 

Um in Bezug auf diese verschiedenen Richtungen die Anschauung und 
Bezeichnung zu erleichtern* stelle man sich nm das Bläschen eine gegen das- 
selbe sehr grofse concentrische Kugelfläche beschrieben vor: dann «bezeichnet 
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jeder Panel dieser fiafeern Kugelfläche die Richtung eineg von dem Bläschen 
ausgehenden Strahls, und jeder Ftachenraum auf derselben einen körper- 
lichen Winkel, in welchem eine gewisse Menge solcher Strahlen divergirt 
£s werde nnn untersucht, wie grofs die Helle sei, mit welcher diese ftufsere 
Kugelfiftche durch das von dem. Bläschen kommende Licht erleuchtet wird. 

Die Helle ist für jeden Raum der Kugelflflche proportional der anf die- 
sen Raum fallenden Lichtmenge, dividirt durch die Gröfse des Raumes. Um 
für das Maafs dieser Helle eine bestimmte Einheit au gewinnen, nehme man 
die feanze auf das BiAschen auffallende Lichtmenge, also (fn, als Einheit der 
Lichtmenge, und die ganze Aufsero Kugelfliche, also 4n, als Einheit der auf 
derselben betrachteten Räume an. Würde nun alles auf das Bläschen fallende 
Licht reflectirt und gleichmfifsig ringsumher zerstreut, so wäre die Lichtmenge 1 
über den Raum 1 gleichmfifsig vertbeilt.: also , würde die entstehende Helle 
desselben ebenfalls in allen Puncten =1 sein. In der Wirklichkeit aber ver- 
fault es sich anders. Es sei &1MTM (Fig. 1.) die äufsere Äugelflftche, in 
deren Mittelpuncte C sich das Bläschen befindet; der Puncto bezeichne die 
Richtung, in welcher die Sonne gesehen wird, also der gegenüberliegende 
Punct T die Richtung, nach welcher die directen Sonnenstrahlen gehen. Stellt 
man sich nnn die ganze Kugelfläche in unendlich viele schmale Zonen um die 
Pole S und T getheilt' vor , so ist leicht zu sehen, daß jede dieser Zonen 
in ihren verschiedenen Puncten gleiche« Helle haben wird, die verschiedenen 
Zonen aber verschiedene Helle; und es -.kommt darauf an, die Helle einer 
soiehen Zone* z*B*MN, zu bestimmen, wenn deren Bogenradius TM = <p 
gegeben ist, d. h« wenn bekannt ist, um welchen Winkel die von dem Bläs- 
chen ans auf die Zone- fallenden Strahlen von der Richtung der directen Son- 
nenstrahlen abgelenkt sein müssen. 

~ Man betrachte zu dem Ende die Reflexionen an dem Bläschen selbst 
näher. Es sei säte (Fig. 2.) ein in der Richtung der »directen Sonnenstrahlen 
et durch den Mitteipnnct C des Bläschens gelegter Querschnitt desselben, und 
&a irgend ein auffallender Sonnenstrahlt so wird dieser Strahl schon bei 
seinem Durchgänge durch das Wasserhfiutchen her a mehrfache Reflexionen 
erfahren* indem ein Theil an der Vorderflache des Hüutohens reflectirt wird, 
tun dem eindringenden Theile noch ein Theil an der Hinterflöche, von die- 
sem wieder ein Theil an der Vorderflüobe u. s*w. Diese Vorgänge werden 
an einer besonderen Figur anschaulicher werden. Es sei ABCD (Fig. 3.) 
eine Tafel irgend eines brechenden Mediums mit parallelen Grenzflächen, anf 

24» 
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welche ein Strahl in der Richtung Sa auffällt: so wird ein Theil desselben 
in der Richtung ah reflectirt, während der übrige Theil eindringt. Von die- 
sem wird bei a ein Theil durchgelassen, während ein anderer nach a x reflec- 
tirt wird. Bei Oj wird wiederum ein Theil durchgelassen, ein anderer nach 
a t reflectirt u. s» w. Bei allen diesen Reflexionen finden dieselben EinfUls- 
und Brechungswinkel Statt: also wird überall derselbe aliquote Theil des auf- 
fallenden Lichtes reflectirt. Bezeichnet man diesen durch r und setzt die 
Intensität des auffallenden Strahles Sa == 1 , ao lassen sich leicht der Reihe 
nach die Intensitäten der verschiedenen, andern. Strahlen. finden. Sie sind: 
ah—r; aa = l—rj tf Jt= (1 — *•)*; im, — (I — r)r; 
ö j I/ 1 = (1 — rfri a l a l =:{\ — r)r L u. s. f. 
Die sämmtlichen in der Figur mit ah, a t h^ a 2 h 2 etc. bezeichneten Strahlen 
bilden zusammen das ganze von der Tafel reflectirte Licht, dessen Intensität 
durch R bezeichnet werden soll; und eben so bilden die Strahlen aK 9 a x K t ^ 
a^K* etc. zusammen das ganze durchgelassene Licht, dessen Intensität D heilten 
mag. Es ist demnach 

iÄ=r+(i-r)V4-(l-r^+(t-r)V+.^.=^ 

(/> = (l-r)H(l-r)V+(l-r)^ + ^^Z^i-Bt 

ao dafs sich also die Gesammt-Intensitäten mittels einfacher Ausdrucke durch 
die Intensität r bei Mob einmaliger Reflexion bestimmen lassen. Man kam 
daher fortan von diesen einzelnen Reflexionen an der vordem und der hintern 
Fläche ganz absehen und die Gesammt~ Intensitäten R und D als bekannte 
Functionen des Einfallswinkels betrachten , oder als Functionen des weiter unten 
näher zu bezeichnenden Ablenkungswinkels y. 

Wir kehren nun zu Fig. 2. zu rock. Von dem auffallenden Strahle Sa 
wird, wie so eben gezeigt, der Theil R in der Richtung ah reflectirt, 
upd der Theil V—R dringt in das Innere des Bläschens. Nachdem er es 
durchstrahlt hat, trifft er bei b wieder auf ein Waaserhäutohen, und dort geht 
Ähnliches vor sich* Ein Theil MC dringt hindurch, und dieser gehört, da er 
Oberhaupt keine Reflexion erlitten hat, nicht mit zu dem Lichte, welches in 
Betracht kommt; ein anderer Theil wird nach e reflectirt. Dort dringt wieder 
ein Theil eM hindurch, und ein .anderer wird nach d reflectirt u. 6. w. Diese 
verschiedenen reflectirteri Strahlen nehmen der Reihe nach an Intensität ab, 
und man kann daher, je nach dem Grade der Genauigkeit, welchen man er« 
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reichen will, die Betrachtung auf eine grtfsere oder kleinere Ansah! derselben 
beschranken; mit der Gewißheit, dafs der durch alle folgenden entstehende 
Fehler eine bestimmte Grenze nicht überschreiten werde. 

Die einzelnen Intensitäten der Strahlen lassen sich leicht finden. Es 
ergiebt sich nämlich aus der einfachen Betrachtung der Figur, dafs alle vor- 
kommenden Einfallswinkel gleich dem ersten SaP = i sind; folglich hat R 
bei allen diesen Reflexionen denselben Werft und man erhalt für die Strahlen 
aL t cM, <fiV, eO etc. der Reihe nach die Intensitäten 

(3.) R, (1-RfR, (t-Ä 2 )/!*, (1-Ä)*Ä 3 etc. 

Ander der Intensität ist aber auch noch die Gröfse der Ablenkung, welche 
jeder Strahl erfahrt, zu beachten. Der Strahl ah wird um den Winkel KaL 
ans seiner ursprünglichen Richtung SK abgelenkt, und der Strahl ruf um 
den gleichen Winkel KbMj der Strahl dN dagegen um den doppelten Winkel; 
eO um den dreifachen Winkel u. s. w., indem jede neue Reflexion die Ablen- 
kung nm denselben Winkel vergröfsert ; und dieser Winkel ist der weiter oben 
durch %ff bezeichnete Ablenkungswinkel, als dessen Functionen die Intensitäten 
R und D betrachtet werden sollten. Es ist also 

(4.) v — 180 —2* 
und die Ablenkung der Strahlen aL, cM f dN, eO etc. ist der Reihe nach- 

(50 V* V> 2y, 3y elc. 

Bis jetzt beschrankten wir uns auf die Betrachtung eines einzelnen 
einfallenden Strahls Sa; es lassen sich aber die gefundenen Resultate so- 
gleich auf eine Menge solcher Strahlen ausdehnen. Stellt man sich nämlich 
auf dem Dampfblaschen um den Punct e, als Pol, mit dem Bogenradius • eine 
unendlich schmale Zone beschrieben vor, so haben alle auf diese Zone fal- 
lenden Strahlen denselben Einfallswinkel i; so dafs also die Reflexion bei ihnen 
dieselbe Wirkung hervorbringen mufs. Man kann sie daher alle in eine Be- 
trachtung zusammenfassen und festsetzen, die gerade Linie Sa solle nicht mehr 
blofo einen einzelnen Strahl bedeuten, sondern die ganze auf die Zone fal<- 
lende Lichtmenge. Nennt man nun die Breite der Zone di p so ist die Gröfse 
derselben = 2p 2 asint<£f und .ihre senkrechte Projection auf eine gegen et 
normale Ebene ist = 2f*#sintcosirf*. Die auf die Zone fallende Lichlmenge 
Ist also, da die Lichtmenge fn zur Einheit angenommen wurde, = 2 sin i cos irft 
= sin2irft, und dieses geht zufolge der Gleichung (4.) in 

(6.) isiny/tity 
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Aber v indem die Umkehrung des Vorzeichens hier, wo es sich nur um ab- 
solute Werthe handelt, nicht in Betracht kommt. 

Mit dieser Lichtmenge geht > also, wie gesagt, Dasselbe vor, wie bei 
einem einseinen Strahle, und die Geraden aL, cM, dN, #0 etc. reprAsen- 
tfren die in verschiedenen Stadien reflectirten Theile derselben. 

Es ist nun weiter zu suchen, in welcher Art diese Theile zur Erleuchtung 
der ftufsern Kugelflfiche beitragen. Es ist leicht zu sehen, dafs jeder TheH sich 
auf sie Ober eine bestimmte Zone verbreiten wird, die man um^F (Fig. i.) ab 
Pol beschreiben kann. Diese Zonen sind aber für die verschiedenen Theile, je 
naoh ihren Ablenkungen y, 2y, 3y etc., sowohl in der Lege, als auch an 
Gröfse verschieden. Um zu finden, wieviel jeder Theil zur Erleuchtung sein« 
Zone beitragt, muft man nach dem obigen Principe die Lichtmenge des Theils 
durch den Flachenraum der Zone dividiren,. indem bei der Bestimmung des 
Flachenraums die ganze Kugelflache als. Einheit angenommen wird. 

Demnach wird es leicht sein, die Resultate wie folgt übersichtlich zu- 
sammenzustellen. 

Theil aL. 

Lichtmenge = tainyßdy.R, Ablenkung = y/. Der Theil verbreitet 
sieb Aber eine Zone von dem fiogenradius y und der Breite dy: also ist die 

Gröfse der Zone — **£ V ~\$\nyd\fj und 

(I.) Die hervorgebrachte Helle = *?£%* - ;£$* = * 

Theil cM. 
Lichtmenge = 4sm'y'y'(l — RfR, Ablenkung =y. Der Theil ver- 
breitet sich Aber dieselbe Zone: also ist die Gröfse der Zone = | sin yrfy und 

#■; 

(La.) Der hervorgebrachte Zuwachs an Helle = ^tthllTL^'* 



=^a-R)*R = (i-RrR. 

siov 



ismtpdtp 



Theil dBi. 
Lichtmenge = i siuyrftj/(l — Kj'R 2 , Ableitung — 2y. Der Theil ver- 
breitet sich Aber eine Zone von dem Bogenradias 2y und der Breite d(2tp): 
also ist die Gröfse der Zone =±$m2ipd(2t/j) und - 
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TheiJ eO. 
Lichtmenge = i sin y/ dy (1 — R)* B?, Ablenkung = 3 y. Der Thefl Ter« 
breitet rieh Aber eine Zone von dem Rogenradius 3y/ und der Breite d(Zyf)z 
also ist die Gröfee der Zone = ±sin3y/rf(3v) und 

An den Formeln (La.), (IL) nnd (III.) zeigt 'sich das Fortschrcl- 
tangBgesetz. Im Nenner des Brnchs befindet sieb jedesmal der Sinns de* 
Winkels, um welchen das Licht im Ganzen abgelenkt ist, im Zähler der Sinns 
dtsjemgtn, nm welchen . es bei jeder eitazelnen Reflexion abgelenkt wurde, 
nnd diesem letztern entspricht der Werth der in dem danebenstehenden Factor 
vorkommenden Function JS. 

Nachdem diese Resultate so weit festgestellt sind r mufs man den Gang 
der Betrachtung umkehren. Vorhin gingen - wir von der auf eine bestimmte 
Zone des Bläschens auffallenden Lichtmenge aus und verfolgten dieselbe durch 
die verschiedenen Stadien der Reflexion.. Jetzt wollen wir eine bestimmte 
Zone auf der iufsern Kngelflfiche annehmen und die verschiedenen zu der- 
selben gelangenden Lichtmengen betrachten ; woraus sich dann die in ihr ent- 
stehende Gesammthelle ergeben wird. 

Die Zone sei die schon oben bezeichnete Mfli (Fig. 1.), welche mit 
dem Bogenradius q> und der Breite d<p um den Punct T als Pol beschrieben 
ist Damit das Licht in diese Zone gelange, mufs es um einen der Winkel 
<p, 2*e — <p, 2n\q>, 4n — <p, 4ar-f q>, u. s. f. aus seiner ursprünglichen Rich- 
tung CT abgelenkt sein. 

Für dasjenige Licht, welches nur* eine einmalige Reflexion erfährt, sei 
ei ftufseriieh , wie bei'aL, oder im Innern, wie bei cM, ist nur einer je- 
ner Winkel möglich^ nflmlioh <p; denn tini den Winkel 2n — <p kann das Licht 
durch eine einmalige Reflexion nicht abgelenkt werden, indem <p<*n und 
folglich 2n — 9>/t ist. Es sind also, den obigen Formeln entsprechend, die 
beiden Helligkeiten 

Für das Licht, welches nach zweimaliger Reflexion in der Zone an- 
langen soll, sind die zwei Fälle möglich, dafs es durch jede Reflexion enfr- 
um den Winke! $y, oder um ±(2n—<p) abgelenkt wird. Der Winkel 
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i(2n-f <p) würde schon zu grofs sein. Es findet sich also fflr die beiden 
Helligkeiten : 

(HO j*i£. ( i_jiyjr TO d «i"i<2»-y) (1 _ Jt) » B « 

v J * sinqt v ' sin y v ' 

Fflr das dreimal refleclirte Liebt sind drei Fälle möglich, nämlich, die 
einzelnen Ablenkungswinkel $q>, \{2n — y), i(2#-{-y); folglich ergeben 
sich die drei Helligkeiten 

* **£; +,> (i-»y*; 

und so nach einem leicht ersichtlichen Fortschreitungsgesetze weiter. 

Addirl man alle diese Werthe, so erhält man die gesuchte Gesammt- 
helle der Zone AfZV, welche ich in meinem vorigen Aufsatze durch J be- 
zeichnet habe, nämlich: 

(7.) J = !"LV Ä+ ^2 (1 _ Ä) , Ä 
v ' smy ' smqp v ' 

■ * sm^ s 8 sing? v ' » 8 »iny x / 

4- etc. 

Hierbei ist aber zn bemerken, dafs die Function R in den verschiedenen 
Gliedern verschiedene Werthe hat. Da nämlich R eine Function des ein- 
fachen Ablenkungswinkels ist, so entspricht sie jedesmal demjenigen Winkel, 
dessen Sinua im Zähler vorkommt. Daher ist auch in den beiden ersten Glie- 
dern der Bruch, welcher ==1 ist, ungehoben stehen geblieben, weil man den 
Zähler kennen mufe 

Demnach kann man nun J fflr jeden Werth des Winkels <p berechnen; 
doch ist dabei noch folgender besondere Umstand zu berücksichtigen. Die 
sämmtlichen Glieder des obigen Ausdrucks haben nemlicji sin (p zum Nenner, 
so dafs für die Grenzwerlhe y = und y = 180° alle Nenner ==0 werden. 
Auf die beiden ersten Glieder bat dies keinen wesentlichen Einflufs, weil zu- 
gleich sin y im Zähler vorkommt und die Glieder also dennoch endlich bleiben. 
Unter den übrigen Gliedern dagegen kommen zwar auch einzelne vor, deren 
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Zihler für y = und <p ==180° verschwinden, bei den meisten aber bleiben 
sie angebbar nnd es läfst sich daher der obige Ausdruck so zusammenfassen : 

(7.«.) J = !Jä.ä+4M. ( i_j|)«ji+4-.P/ 

wo P eine Function von <p ist, welche für <p = und y = 180 M nicht ver- 
schwindet. Es giebt demnach die Formel für diese beiden Grenzwertbe die 
Intensität des von dem Bläschen reflectirten Lichtes unendlich grofs an. Der 
Grand davon liegt darin, dafs bisher angenommen wurde, die ganze leuchtende 
Kraft der Sonne gehe von einem und demselben Puncto des Himmels aus; 
was voraussetzt, dafs die Helle dieses einen Puncts unendlich grofs sei. In 
der Wirklichkeit ist aber die Lichtstärke der Sonne über eine Kreisfläche mit 
einem Radius von etwa 16 Minuten veriheilt, und es mufs also untersucht 
werden, welchen Einflufs diese Größe auf die Formel (7. a.) habe. 

Soll die Formel auf die Betrachtung des Himmels angewendet werden, 
so bedeutet <p den Bogen von dem beobachteten Puncte des Himmels bis zur 
Sonne; denn dieser Bogen bestimmt die Ablenkung, welche die directen Son- 
nenstrahlen erfahren haben müssen, um in jener andern Richtung zu erschei- 
nen. Dieser Bogen wurde hier oben immer bis zum Mittelpuncle der Sonne 
gemessen; es wurden daher für die übrigen Theile derselben Fehler gemacht, 
die jedoch die Gröfise von 16 Minuten nicht überschritten. Dieser Kleinheit 
wegen, und da aufserdem für die dem beobachteten Puncte des Himmels 
zugekehrte und für die abgekehrte Hälfte der Sonnenscheibe die Fehler ent- 
gegengesetzter Art sind , also zum Theil sich aufheben müssen , kann man sie 
vernachlifsigen, so lange (p von den Grenzen und 180^ noch bis etwa 
um 1 Grad entfernt bleibt. Ich habe dieserhalb bei den weiter unten erwähn- 
ten numerischen Berechnungen die Formel (7. a.) von y = l ü bis y = 179° 
unverändert angewendet und nur für die Werthe 9 = und (p = 180^ selbst, 
die Gröfse der Sonnenscheibe berücksichtigt; auch habe ich dabei ü und P 
schlechtweg so angenommen, wie sie den Ablenkungswinkeln und 180* 
entsprechen; so dafs also die beiden ersten Glieder der Formel keine Ände- 
Tjiug erlitten haben und nur das Glied - — seines Nenners wegen modifidrt 
worden ist; und zwar auf folgende Weise. 

'V Man stelle sich die Sonnenscheibe in unendlich viele concentrische Ringe 

getheilt vor, jeden von der Breite dx, und betrachte einen solchen Ring, 
dessen Radius =x ist, während der Radius der ganzen Sonnenscheibe durch 
a bezeichnet wird. Der Flächenraum des Ringes ist =^2nxdx und daher 
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die von ihm ausgehende Lichtstärke, wenn man die Lichtstärke der ganzen 
Sonne wir Einheit annimmt, 

2nxdx 2xdx 

Dieses Licht soll nun durch die Reflexion eine Ablenkung um den Winkel x 

P 

oder 180° — x erfahren: man erhält also, dem Ausdrucke -r— entsprechend, 

die Ausdrücke 

2xdx P A 2xdx P 

Für die beiden hier vorkommenden Sinus kann man, ihrer Kleinheit wegen, 
den Winkel x setzen; was in beiden Fällen 

<r 
giebt; und diese Gröfse mufs, um sie auf das Licht der ganzen Sonne aus- 
zudehnen, von x = bis x = a integrirt werden. Dies giebt 

(8.) M oder ^.; 

P 

welcher Ausdruck an die Stelle, von —. — in die Formel (7. <z.) einzurücken 

sin q> ' 

ist, damit dieselbe die gesuchten Werthe Ton J für y« und <p = 180 M gebe. 

Ich habe nach dieser Formel die Berechnung von J für eine Reihe 
bestimmter Werthe von ip ausgeführt , indem ich nach Becqverel und Cahours 
das mittlere Brechungsverhältnifs des Wassers zu 1,333 angenommen und 
dann zur Bestimmung der mit r bezeichneten Stärke der einzelnen Reflexio- 
nen der jFV**fi*rschen Formeln mich bedient habe. Die Resultate sind in der 
zweiten Spalte der nachfolgenden Tafel zusammengestellt, während die erste 
Spalte die entsprechenden Werthe von <p enthält. Die Zahlen der dritten und 
vierten Spalte beziehen sich auf eine weiter unten folgende Formel *). 



*) In meinem frühem Aufsatze habe ich schon eine vorläufige Obersicht der Werthe 
von J gegeben, aber dabei, wie ich nachher bemerkte, einen Rechnungsfehler gemacht, durch 
welchen alle jene Werthe unrichtig geworden siod. Die Abweichungen sind jedoch nicht 
von der Art, dafs die dortigen Schlüsse dadurch ungültig würden; denn diese beruhen 
nur auf dem allgemeinen Gange der Function J; und dieser ist bei den dortigen Werthen 
der nemliche, wie hier. Es brauchen also nur die in den darauffolgenden Formeln 
vorkommenden Constanten, welche. mit Hülfe jener Werthe bestimmt sind, geändert cn 
werden. Die dortige Formel (33.) geht in folgende über: 

r oo ^ (Von a> = bis a> = 90°, JT= 0,1568+0,8 cos 5 g>; 

*>**•> {Von <p = 90* bk ?«= 180°. V« 0,09515. 
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(I.) 



1 . 


■■ :. ■ 9 


* 


j 

■ nach 4er ' 
Formel (9.) 


Differenzen. 


,;• 


: 


1,0198 


0,9283 


-0,0915 




1° 


0,9764 


0,9147 


-0,0617 


" •' 


2° 


0,9500 


0,9009 


—0,0491 


• 


5° 


0,8826 


0,8593 


-0,0233 


— . 


10° 


0,7931 


0,7892 


-0,0039 


" 


20" 


0,6502 


0,6499 


-0,0003 


* 


30" 


0,5184 


0,5188 


-f 0,0004 


..' i ■■'■ 


40 P 


0,3968 


0,4017 


-j- 0,0049 


..'■• ; •■ • ■ 


50° 


0,2977 


0,3034 


-j- 0,0057 


i . r i 


60° 


0,2234 


0,2259 


-j- 0,0025 




70» 


0,1736 


0,1692 


-^0,0044 


. 


80° 


0,1398 


0,1313 


-0,O0S5 


. * * 


90° 


0,1182 


0,1087 


—0,0095 


. . 


100° 


0,1042 


0,0973 


—0,0069 




110° 


0,0958 


0,0928 


—0,0030 


r , 


120° 


0,0906 


0,0918 


-j- 0,0012 


J.. 


130° 


0,0880 


0,0917 


4-0,0037 


m 


140" 


0,0870 


0,0918 


-j- 0,0048 




150" 


0,0876 


0,0928 


+0,0052 


• ■ 


160° 


0,0907 


0,0973 


+0,0066 


»■»*.■ . , 

1 « » 


170° 


0,1021 


0,1087 


4-0,0066 


— . : ' ' 


175* 


0,1261 


0,1183 


—0,0078 


\. ■ . -i 


178" 


0,2000 


0,1256 


-0,0744 


~»r 


179» 


0,3232 


0,1284 


-0,1948 


.. 1* ... 


180* 


1,9267 


0,1313 


^-1,7954 



We ganze Menge des von dein Bläschen reffectirten Lichts bleibt dieselbe, wie dort, 
nämlich 0,19265. Daraus ergeben sich die übrigen Veränderungen von selbst, und man 
erhält zur Schlufsformel 

(39.) ^=0,5222—0,08405-^- 

Diese Formel ist von der dortigen so wenig verschieden, dafs der Fehler in den Werthen 

JV 
*on -*V nirgends eine ganze Einheit der dritten Decimalsteüe beträgt, und dafs also die 

dort folgende Tafel m. gültig bleibt. 

25* 
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Die Werthe von J in der zweiten Spalte nehmen auf der ganzen 
ersten Halbkugel, von cp = bis cp — 90°, schnell ab. Dieses Abnehmen 
geht auch über den gröfseren Theil der zweiten Halbkugel fort; aber lang- 
samer; bis die Werthe bei cp = 140" ihr Minimum erreichen und dann langsam 
wieder wachsen. Ganz in der Nähe von cp = 180 M erhebt sich aber J 
so schnell, dafs es bei cp = 180° sogar gröfser ist als bei cp = 0. In- 
dessen, so auffallend dieses plötzliche Anwachsen der Lichtstarke an sich ist, 
so hat es doch bei der obigen Betrachtung der Atmosphäre wenig Bedeu- 
tung; denn das stärkere Licht könnte nur im Gegenpuncte der Sonne wahr- 
genommen werden. Dieser aber ist höchstens beim Sonnen -Auf- oder 
Untergange sichtbar, und dann ist das directe Sonnenlicht, ehe es zu den in 
jener Richtung befindlichen Dampfbläschen gelangt, auf dem weiten Wege durch 
die Atmosphäre so geschwächt worden, dafs die Theilchen viel mehr Licht von 
der übrigen Atmosphäre als von der Sonne selbst erhalten. Es wird also 
demnach eine ziemlich gleichmäfsige Helle dort entstehen. Aufserdem ist schon 
oben ein anderer Grund angeführt, weshalb diejenigen Veränderungen , die mit 
J in der Nähe von y = und cp — \&(? vorgehen, von geringerer Bedeu- 
tung sind, als bei andern Winkeln y. Da nämlich die Menge der Strahlen, 
welche einem bestimmten Winkel cp entsprechen, dem Sinus dieses Winkels 
proportional ist, so mufs diese Menge in der Nähe jener Grenzen sehr klein 
sein; so dafs eine vermehrte Intensität der Strahlen doch nur einen ulibe- 
deutenden Zuwachs der Lichtmenge hervorbringen kann. 

Wir haben nun allerdings einen Ausdruck (7.) gefunden, mittelst dessen 
sich eine Reihe von Werthen für J berechnen ltefs, indessen ist derselbe zur 
Einführung in andere Formeln wegen seiner Ausdehnung und sonstigen Un- 
bequemlichkeit nicht brauchbar. Es ist nöthig, eine einfachere Function von 
q> zu suchen, welche den Werthen in der Tafel so genau als möglich ent- 
spricht. Wir haben schon früher eine Formel der Art aufgestellt, jedoch mit 
der Bemerkung, dafs sie nur für die dort nöthigen Integrationen gelten sollte, 
bei denen es nicht auf grofse Genauigkeit ankam. Indem wir dieselbe da- 
her jetzt fallen lassen, wollen wir statt ihrer folgende annehmen: 

(9.) J = 0,0917 + l,24sin 4 ±(130'-9O, 
welche sich, obgleich sehr einfach, doch den Werthen der Tafel hinlänglich 
genau anschliefst. Zur Vergleichung sind die dieser Formel entsprechenden 
Werthe in der dritten Spalte,. der Tafel neben die wahren Werthe gesetzt, 
und in der vierten Spalte sind die Differenzen zwischen beiden angegeben. Wie 
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sieht, sind die Differenzen sehr klein, aufser in der Nähe von y = 
und y = 180^ wo sie aber für die Aufgabe selbst wenig Bedeutung haben; 
außerdem wechseln sie viermal das Vorzeichen. 

Wendet man nun diese Formel zunächst dazu an, die ganze von dem 
Bläschen reflectirte Lichtmenge zu bestimmen, so findet sich für dieselbe 

0,19265. 
Dabei ist die gesammte, auf das Bläschen gefallene Lichtmenge als Einheit 
angenommen. Für die weitere Rechnung ist es aber bequemer, die Formel 
so einzurichten, dafs die so eben gefundene Menge des von dem ganzen 
Büschen reflectirtm Lichts als Einheit gilt Dazu braucht man nur die Con- 
stanten der Gleichung (9.) durch diese Gröfse zu dividiren, welches 
(9.ä.) J= 0,4760+ 6,4366sin 4 ±(130° — 9) oder 
= C+ A*m*l(k-<p) 
giebt, wenn man 

(10.) C = 0,4760, A = 6,4366, k = 1W 
setzt. Diese Formel werde nun fortan als die in dem früheren Aufsatze oft er- 
wähnte Function F(<p) betrachtet, welche angiebt, in welcher Weise das durch 
einmalige Reflexion in die Luft zerstreute Licht nach allen Richtungen rings- 
umher vertheilt wird. 

Ehe wir indessen zur Anwendung der Formel schreiten, ist noch eine 
andere Bemerkung nöthig. Es ist nämlich, wie früher erwähnt, möglich, dafs 
die Atmosphäre nicht alles Licht, welches sie einer Lichtmenge bei deren 
Durchgange entzogen hat, wieder refleclirt, sondern dafs nur ein Theil des- 
selben refleclirt, der andere dagegen absorbirt werde. Da man indessen über 
die Absorption nichts Bestimmtes weifs, so liefsen wir sie in den bisheri- 
gen Rechnungen ganz unberücksichtigt und sagten nur, dafs ein durch sie 
bedingter Lichtverlust leicht nachträglich in Abzug zu bringen sei *). Bei den 
folgenden Entwickelungen wird es indessen zweckmäfsig sein, die Wirkung 
der Absorption in die allgemeinen Formeln als unbekannten Factor mit einzu- 



*} Bouguer (Optice) schliefst aus einer Beobachtung, welche er in Amerika ge- 
macht hat, dafs nur -^ des aufgefangenen Lichts reflectirt werde. Doch beruhen seine 
Schlüsse auf Annahmen , welche durchaus nicht verbürgt sind. Aus denselben Zahlen, 
von denen er ausgeht, würde nach andern Principien, welche mir naturgemäfser scheinen, 
der Werth \ folgen; und wenn man jene Zahlen, die zum Theil sehr unsicher sind, 
nur innerhalb der Grenzen dieser wahrscheinlichen Unsicherheit verändert, so kann man 
selbst zu dem Werth 1 gelangen, d. h., dafs alles aufgefangene Licht reflectirt werde, 
also gar keine Absorption Statt finde. Jedenfalls folgt hieraus, dafs jene Beobachtung 
zu einem zuverläfsigen Resultat noch nicht hinreicht 
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führen, nfti bequem übersehen feu können, welchen Einflufs diese öder jene 
Annahme der Absorption anf die Resultate haben werde! Die Einführung der 
Absorption in die Rechnung ist leicht, und erschwert auch die weiteren Enfc*- 
, Wickelungen nur wenig. Wenn nämlich wirklich die Menge Licht, die irgend 
ein unvollkommen durchsichtiges Medium von einem hindurchgehenden Lichte 
auffängt, also dem directen Lieble entzieht, in zwei Theile zerfallt, deren 
einer durch Reflexion zerstreut, der andere absorbirt wird: so Hegt es nahe, 
anzunehmen* dafs fflr ein- und dasselbe Medium die beiden Theile stets m 
gleichem Verhältnisse zu einander stehen, also, dafs das reflectirte Lieht 
stets derselbe aliquote Theil des gesammten aufgefangenen Lichtes sei, und 
dafs ferner der reflectirte Theil bei seiner Verkeilung ringsumher dop gie- 
wöhnlicheh Reflexionsgesetzen folge, welche uns für die Luft, bei der spe- 
cialen Annahme zu der Function F(<p) (&«.) gefflhrt haben. 

Es werde demnach die Menge des durch Reflexion zerstreuten Lichts, nie 
Bruchlheil des ganzen aufgefangenen Lichtes, durch g bezeichnet Ist daher M 
der Verlust an directem Lichte, so ist die Lichtmenge pÄf in die Atmesphäre zer- 
streut und (1 — q)M ist absorbirt worden, also für die Wahrnehmung »Überhaupt 
"verschwunden. Daraus folgt, dafs, während ohne Absorptiofe die Formel 
MF{ip) die Intensität des zerstreuten Lichts nach den verschiedenen Rich- 
tungen geben würde, diese jetzt durch $MF(<p) ausgedrückt wird- iVill man 
bei der Anwendung der so gebildeten Formeln, weil der Werth von 9 un- 
bekannt ist, von der Absorption absehen* so braucht man nttr y *» i zu setzen.' 



Nachdem auf diese Weise die Gesetze, welche auf den besondere 
Eigenschaften der Atmosphäre beruhen, so weit sie im Nachfolgenden ftöthig 
sein werden, festgestellt worden • sra<H läfet sieb nun zur weitern Behfeid- 
lung der Aufgabe schreiten; und zwar wollen wir dieselbe in zwei Theile zer*» 
legen, nemlich zuerst die vom ganzen Himmel zur Erde gelangende Lichtmenge, 
und dann die Stelle des Himmels an seinen verschiedenen Stellen suchen. 

Es soll zunächst untersucht werden, wieviel Lieht von dem ganzen 
Himmel, auf die Flächen -Einheit der Erd- Oberfläche falle; wobei diejenige 
Lkbtraenge zur Einheit angenommen wird, welche die Flächen -Einheit von 
der Sonne empfangen würde, wen? dieselbe im Zenith stände und keine At- 
mosphäre ihre Strahlen schwächte. >.. 
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Zufolge der Entwicklung der Gletehmig. (9.) im frühem Aufeatee 
kennt man die Lichtiienge, wfelche die Atmosphäre dem directen Sonnenlichte 
enttiehi; sie ist 

• ■ * on i=C : . 

. c , 

pie durch eine erste Reflexion in der Atmosphäre zerstreute. Lichtmenge ist 
also v mit Berücksichtigung der Absorption, 

(11.) = qM. 
Ferner ist der durch die zweite Reflexion entstehende Verlust an Licht durch 
die Gleichung (39.) bestimmt worden (S. die Anmerkung S. 194). Derselbe ist 

|^ = 0,5222-0,08405^, 

also ist 

Q N = p(0,5222üf — 0,08405*^), 
und die durch zweite Reflexion in die Atmosphäre zerstreute Lichtmenge, 
wenn die Absorption zum zweitenmal berücksichtigt wird, ist 

.; (12.) = p 2 JV=: ^(0,5222^1^0,084054?-^). , 
Da dieses letztere Licht eine andere Betrachtung gestattet, als das erste 
(11.), so soll es vorläufig unberücksichtigt bleiben und erst die Frage sein: 
Wieviel empfangen wir vom Himmel Licht, welches nur einmal reflectirt 
worden ist. 

Um zu finden, wieviel dergleichen Licht nach unten gelangt, mufs 
man wissen, wieviel davon nach unten gesendet wird. Da die Zerstreuung 
dieses Lichts nicht gleichförmig ist, so geht nicht gerade die Hälfte des zer- 
streuten Lichts nach unten, sondern ein Brucfctbeil, der yop dem jedesma- 
ligen Stande der Sonne abhängt. Dieser mufs mit. Hülfe der F.unction; F(<p) 
(9. ;#.) bestimmt werden. 

Zu dem Ende stelle man sich vor, dafs duiph die um du? Dampfbläs*- 
eben beschriebene , Sufser^ Kugelfläche eine durch den Jttitjtelpunct gebende, 
mit der Erd- Oberfläche parallele Ebene gelegt sei, welche die Kugelfläche 
halbirt, und suche! nun für einen beliebigen Stand der Sonne den Theil des 
von dem Bläschen ausgesandten Lichts,, welcher auf eine der beiden Halb- 
kugeln fällt. 

Es sei (Fig. 4) die äofsere Kfagelfläche, und zwar so v dafe ABCD 
der erwähnte Kreisschnitt ist und die Figur die der Erde zugewendete Halb- 
kugel vorstellt. Der Punct E wird dann die senkrecht nach der Erde zu 
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gehende Richtung bezeichnen, und den Punct T nehmen wir als die Richtung 
der directen Sonnenstrahlen an, so dafs der Bogen ET der Zenith- Abstand 
der Sonne Q=y) ist. Nun stelle man sich durch T zwei gröfste Kreise CD 
und cd einander unendlich nahe gelegt vor, welche mit dem gröfsten Kreise 
TE resp. die Winkel w und o>-\-do> einschliefsen. Auf diesen beiden gröfs- 
ten Kreisen seien von T aus die Bogen TM = Tm = q> und TN= Tn 
=i<p-\-d(p abgemessen, so ist dadurch ein Elementarstack der Kugelflflche be- 
stimmt, dessen Gröfse, wenn man die ganze Kugelfläche zur Einheit nimmt, 
MNnm = \n sin (pd<p dco ist; die darauf fallende Lichtmenge ist folglich 

= \nF((p)$\Ti<pd(pdü) = \n\C-\- Jsin 4 £(A; — (p)\s\ncpd(pdcx). 

Wenn man diesen Ausdruck nach <p integrirt, die Grenzen erst zwischen 
y = und <p= TC=(p t , sodann zwischen y = und q)—TD = n — y t 
nimmt, und dann beide bestimmte Integrale addirt, so erhalt man fflr die 
auf den Raum CcTDd fallende Lichtmenge 

±7i{2C+iJ(£(4+sin 2 *)— **rsin* — cosÄsinVx+lsin&cosifcsin 3 ^)}^. 

Die hierin vorkommende Gröfse q> x = TC ist von co vermöge der Gleichung 

. o cos*y 

abhangig. Eliminirt man demnach q> 1% so geht der vorige Ausdruck in } t 

über. Dieser Ausdruck mufs von co = bis <o = n integrirt, oder, was das- 
selbe ist, von (o = bis o> == \n integrirt und dann verdoppelt werden. Führt 
man die Integration aus, so weit es möglich ist, und macht die nöthigen 
Zusammenziehungen und Vereinfachungen, so erhalt man fflr die auf die Halb- 
kugel fallende Lichtmenge, welche durch p bezeichnet werden mag, den Ausdruck 

(13.) p = iC+^^(i~i7rsin*^ T Vsin 2 *-icos*cosy 

-f £ n sin k cos * eos yj )/(l — sin 2 y sin 2 m da>)\ 



Das hierin noch vorkommende Integral ist eine elliptische Function, und man 
hat also einen Ausdruck, nach welchem p fftr jeden Werth von y berechnet 
werden kann. Derselbe giebt z. B. folgende Zahlenreihe 
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(II.) 






r 


P 




r 


P 





0,7530 




60° 


0,6568 


IG" 


0,7512 




65° 


0,6359 


2G» 


0,7452 




70° 


0,6126 


ZOP 


0,7342 




75° 


0,5870 


40" 


0,7167 




80° 


0,5594 


50° 


0,6913 




90" 


0,5 



Diese für ein einzelnes Dampfbläschen entwickelten Verhältnisse gelten 
natürlich sogleich für die ganze Atmosphäre, und es läfst sich also aas der 
Menge des Oberhaupt durch eine erste Reflexion zerstreuten Lichts der davon 
nach unten gehende Theil finden, welcher 

(14.) p.ff.M 
ist. Daraus folgt für den nach oben gehenden Theil 

(14. «.) (1 — p) <f . M . 

Kennt man so das abwärts gesendete Licht, so erhält man den davon 
wirklich unten ankommenden Theil, wenn man von jenem den Verlust, den 
es unterwegs erleidet, abzieht; wie dieser Verlust zu bestimmen sei, ist frü- 
her auseinandergesetzt Die Aufgabe ist also für das nur einmal reflectirte 
Licht als gelöset zu betrachten. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung desjenigen Lichts, welches durch 
eine zweite Reflexion abermals in der Atmosphäre zerstreut wird. Die Menge 
desselben q 2 N ist durch die Gleichung (12.) gegeben. Von diesem Lichte 
wurde angenommen, dafs es gleichmäfsig nach allen Richtungen hin zerstreut 
werde, und es Ififst sich auch als in allen Luftschiebten gleich star£ betrachten. 
Wenn daher keine Absorption Statt fände, so würde von demselben (welche 
neue Reflexionen es auch noch zu erleiden hätte) endlich die Hälfte zur Erd- 
oberfläche gelangen; die andere Hälfte würde in den Weltenraum verloren 
gehen. Da aber die Absorption berücksichtigt werden soll, so müssen wir 
die hier noch vorgehenden Processe specieller verfolgen. 

Stellt man sich, wie früher, eine senkrecht durch die Atmosphäre ge- 
hende Luftsäule mit dem Querschnitte 1 vor, so ist die Menge Licht, welche 
die Säule von der hier betrachteten Art versendet, = q 2 N, Nimmt man also 
in der Höhe y eine Elementarschicht von der Dicke dy an , so wird die von 

derselben versendete Lichtmenge ==p 2 iV--^ sein; und um zu erfahren, wie- 
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viel davon zur Erd - Oberfläche gelange, kann man auf die schon gewonnenen 
Resultate zurückgehen. Man braucht dazu nur in der Gleichung (6. im frü- 
heren Aufsätze) an die Stelle von /jl den Werth p 2 iV*--^ zn setzen, welches 
für diese Lichtmenge 

giebt. Um diesen Ausdruck auf die ganze Säule auszudehnen, mufs er von 
y=0 bis y—A integrirt werden. Setzt man dabei wieder zur Verein- 
fachung 

J.y = x und (T.A = a, 
so erhält man 

x 

Dieses Integral läfst sich durch partielle Integrationen vereinfachen und es 
ergiebt sich dann für die von der ganzen Säule zur Erde gelangende Lichtmenge: 

a 

wenn man zur Abkürzung 

a 

setzt. Die Gröfse v ist eine Constante, welche sich berechnen läfst, sobald 
man a kennt. Für den früher in der Gleichung (27.) angenommenen Werth 
von a ergiebt sich z. B. 

(15. a.) v = 0,67474. 

Eben so viel Licht, wie zur Erde gelangt, gelangt natürlich auch an 
die obere Grenze der Atmosphäre; und wenn man die Summe beider von 
der ganzen Menge (? 2 N abzieht, so erhält man für den durch die dritte Re- 
flexion verursachten Lichtverlust, q 2 N(1 — v). Hieraus folgt, nachdem man 
wiederum die Absorption berücksichtigt hat, für die durch dritte Reflexion in 
die Atmosphäre zerstruete Lichtmenge p 3 JV(l — r). Dieses Licht steht nun 
unter denselben Gesetzen, wie das durch die zweite Reflexion zerstreute Licht; 
so dafs leicht zu sehen ist, wie die eben beschriebenen Vorgänge weiter sich 
erstrecken. 

Die Resultate lassen sich folgendermaafsen zusammenstellen. Von der 
Lichtmenge 
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1 Wird durch die zweite Reflexion zerstreut q 2 N, 

Davon gelangt zur Erde (> 2 -ZV|0, 

Durch die dritte Reflexion wird zerstreut (> s iV(l — r), 

(16.) ( Davon gelangt zur Erde p 3 iV(l— v).\v, 

Durch die vierte Reflexion wird zerstreut p*iV(t — v)\ 

Davon gelangt zur Erde p*JV(l— v) 2 .±v, 

u. s. w. 

Es ist also die Summe der zur Erde gelangenden Lichtmengen 

Dieses ist der gesuchte Theil des dem directen Sonnenlichte entzoge- 
nen Lichtes, welchen die Erde nach mehrfacher Reflexion noch empfängt. 
Wie man sieht geht derselbe, wenn ß = l gesetzt wird, in ±N über« 

So ist nun zwar nach und nach alles Licht, welches das directe Son- 
nenlicht auf seinem Wege durch die Atmosphäre verloren hatte, in Rechnung 
gebracht; indessen ist die vom Himmel zur Erde gelangende Lichtmenge noch 
nicht ganz in Betracht gezogen, sondern sie erhfilt noch einen, wenn auch 
nicht bedeutenden Zuwachs durch dasjenige Licht, welches, von der Erde selbst 
ausgehend, durch die Atmosphäre zum Theil wieder zurückgeschickt wird. 

Jeder Körper strahlt einen Theil des Lichts, welches er empfängt 
wieder aus, verbreitet es, wenn seine Oberfläche, wie hier angenommen wird, 
nicht spiegelt, nach allen Seiten, und wird dadurch nach allen Seiten sichtbar. 
Die Menge dieses wieder ausgestrahlten Lichts , im Vergleich zu der des auf- 
fallenden, ist bei verschiedenen Körpern sehr verschieden und hangt von der 
Farbe und der sonstigen Natur der Oberfläche ab. Lambert (Photom.) drückt 
diese Zurflckstrahlung, als eine besondere Eigenschaft der Körper, mit dem Worte 
Albedo aus, und wir wollen den Buchstaben A zur Bezeichnung derselben 
beibehalten. Für einige Körper hat Lambert den Werth von A durch Versuche 
bestimmt. Z. B. fflr weifses Papier und Kremser Weifs hat er A = £ ge- 
funden; doch sagt er (S. 438), dafs man fflr die Erd- Oberfläche, wenn sie 
nicht mit Schnee bedeckt sei, durchschnittlich kaum A = ^ t annehmen könne» 
Jedenfalls ist der Werth von A je nach der Beschaffenheit des Bodens sehr 
ungleich, und es können fflr besondere Fälle auch besondere Annahmen ge- 
macht werden. Auf eine genaue Bestimmung des Wertbs von A kommt es 

26* 
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indessen nicht an, da die Lichtmeögen, um welche es sich hter handelt, über- 
haupt wenig bedeutend sind. 

Es fragt sich nun, was ans diesem von der Erde ausgestrahlten Lichte 
werde. Der gröfsere Theil davon geht unmittelbar in den Weltenraum ver- 
loren; aber ein anderer Theil wird, ehe er die obere Grenze der Atmosphäre 
erreichen kann, von der Luft aufgefangen ; und dieser Theil ist zuerst zu suchen. 

Man nehme dazu irgend eine Flächen- Einheit der Erd- Oberfläche an, 
welche bei a (Fig. 5.) liegen möge. Die ganze Lichtmenge, welche sie von 
der Sonne, theils direct, theils nach den Reflexionen in der Atmosphäre er- 
halten hat, sei —L, und es werde angenommen, dafs die Fläche selbst in 
Folge davon mit der Helle x leuchte. Es sei nun um a eine sehr grofse 
Halbkugel cbd beschrieben: so ist die Lichtmenge, welche nach einem Flächen- 
Elemente derselben de, bei b, dem Puncte a normal gegenüber, hingesendet 
wird, = xde. Liegt aber das Element um den Bogen ß von b entfernt, so 
kommt dort die Flächen-Einheit bei a nur noch mit dem Factor cos/9 vor; also 
ist die dort hingesendete Lichtmenge — xdscosß. Stellt man sich nun um b, 
als Pol, mit dem Bogenradius Ar = /? und der Breite rl=dß eine Zone 
beschrieben vor, so ist deren Flächenraum = 2nsinßdß, also die nach ihr 
hingesendete Lichtmenge 

= 2nrs\nßcosßdß. 

Hieraus läfst sich zunächst die nach der ganzen Halbkugel hingesendete 
Lichtmenge finden und mittels des sich ergebenden Wertbes die Gröfse x durch 
A ausdrücken. Durch Integration von /? = bis ß = \n erhält man nämlich 
den Werth nx, während zufolge der obigen Bezeichnung die von der Flächen- 
Einheit im Ganzen ausgesendete Lichtmenge LA sein würde. Man kann 
also nx= L.A setzen, wodurch dann der für die Zone rl gefundene Aus- 
druck in 

= LA.2sinßcosßdß 

Obergeht. Dieses Licht mufs aber, ehe es an die obere Grenze der Atmosphäre 
gelangt, den Weg aR = Asecß durchlaufen, und es kommt also nur der Theil 

LA.2sinßcosßdß. *-**—' 
oben an, welche Gröfse von /3 = bis ß — ^n zu integrieren ist, um die 
ganze von der Flächen -Einheit nach oben gelangende Lichtmenge zu finden. 
Dieses giebt, wenn man zur Abkürzung 

d.hsecß = asecß = z 
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setzt, den Ausdruck 

LA.2<?f m ~dz 

a 

und durch einige leichte Verwandlongen fttr die gesuchte Lichtmenge: 

a 

wenn der Kürze wegen 

(180 « = ^—aer' + tfj^^dz 

9 a 

gesetzt wird. Dieser mit u bezeichnete Ausdruck ist eine ähnliche Constante, 
wie oben v. Wenn man ihn unter derselben Annahme in Bezug auf a be- 
rechnet, so ergiebt sich 

(18. a.) w = 0,61178. 

Der Verlust, den das von der Flächen -Einheit ausgehende Licht erleidet, ist 
also = LA(l— ü) und folglich die dadurch in die Atmosphäre zerstreute 
Lichtmenge 

= LA.(?(l— ti). 

Es ist nun zu untersuchen, wieviel von diesem Lichte zur Erde zu- 
rückgelange ; und da fragt es sich zunächst : wieviel wird durch die erste 
Reflexion der Erde zugesendet, und wieviel nach oben? Diese Bestimmung 
erfordert eigentlich, da das Licht nach der ersten Reflexion noch nicht als 
vollkommen gleichförmig zerstreut angesehen werden darf, eine mit Berück- 
sichtigung der Function F(<p) anzustellende Rechnung. Erwägt man indessen, 
wie ungenau der Factor A schon ist, so sieht man leicht, dafs die Berech- 
nung nur eine unnütze Mühe sein wflrde und dafs statt ihrer eine Schätzung 
vollkommen ausreicht. Aus der Betrachtung der Function F(q>) ist klar, dafs 
nach oben mehr von diesem Lichte gelangen wird, als nach unten / und eine 
Vergleichung der dabei in Betracht kommenden Zahlen ergiebt, dafs man 
beide Mengen ziemlich richtig erhalten wird, wenn man von der ganzen zer- 
streuten Lichtmenge von vorne herein ein Fünftel für die Erde verloren 
giebt, die übrigen vier Fünftel aber dafür als gleichförmig zerstreut betrachtet. 
Wir haben es also nur mit der Lichtmenge 

(19.) LA.i 9 {i-u) 

zu thun; und mit dieser läfst sich genau so verfahren, wie oben mit der 
Menge p 2 iV; wodurch. man dann gemäfs der Formel (17.), mit Beibehaltung 
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derselben Bezeichnung, für die zur Erde gelangende Licbtmenge 

Z,J.±.^(1~.0 I=? ^__ = LA.a, 
erhält, wenn man der Kürze wegen 

(20.) w = ^(i_«)_H__ S etzt. 

Diese Lichtmenge trägt nun aber von Neuem etwas zu mehrerer Er- 
hellung des Bodens bei, worauf dieser auch von ihr wieder einen Theil aus- 
strahlt und durch Reflexion desselben in der Atmosphäre von Neuem eine 
geringe Licbtmenge empfängt Da abermals von dieser wieder Dasselbe gilt, 
so findet sich eine unendliche Reihe von Werlhen, deren jeder aus dem vor- 
hergehenden eben so hervorgeht, wie LA.to aus L. Fafst man daher alle 
diese Werthe zusammen, so ergiebt sich endlich für die gesammte Lichtmenge, 
welche die Erde ihrer eigenen Ausstrahlung verdaukt: 

LAu) + L(Aa>?+ L(^co) 3 + .... 

Jetzt sind alle Theile, in welche man sich die Oberhaupt zur Erde 
gelangende Lichtmenge zerlegt vorstellte, der Reihe nach betrachtet worden, 
und wir wollen nun die gefundenen Schlufsformeln zur Übersicht noch eiqmal 
kurz zusammenstellen, ohne jedoch hier auf die Bedeutung der darin vor- 
kommenden Buchstaben specieller einzugehen. 

Die Lichtmenge, welche die Erde empfangen wfirde, wenn die Sonne 
im Zenith stände und die Erde keine Atmosphäre hätte, wird zur Einheit 
angenommen. 

Für andere Stellungen der Sonne würden wir von ihr, ohne Atmosphäre, 

die Lichtmenge 

1 
cosy = — 

empfangen. 

Die wirklich ankommenden Lichtmengen dagegen sind: 

An directem Sonnenlicht — • 

c 

Das einmal reflectirte Sonnenlicht ist aus pyM (14.) zu bestimmen, 

mit Berücksichtigung des Verlustes, welchen es noch erleidet. 

Das mehrfach reflectirte Sonnenlicht ist = o 2 N- Ä -. (17.). 
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Das Licht, welches, von der Erde selbst ausgehend, ihr wieder zu- 

rückgeschickt wird, ist =L* jzi'j^ (21.)* 

Um von diesen Resultaten eine Anschauung zu geben, habe ich nach 
den vorstehenden Formeln für mehrere Stellungen der Sonne eine numerische 
Rechnung ausgeführt. Die speciellen Annahmen dabei sind meistens schon im 
Verlaufe des Obigen angegeben; sie mögen jedoch zur Übersicht ebenfalls hier 
noch einmal zusammengestellt werden. 

1. F(<p) ist gemäfs der Hypothese Ober das Dampfbläschen bestimmt 
worden. 

2. Es ist keine Absorption berücksichtigt, also p = 1 gesetzt worden. 

3. Es ist a = 0,287681 9.... (wie in (27.) des frühem Aufsatzes). 

4. Es ist A = ^. 

Die gefundenen Zahlenwerthe zeigt die folgende Tafel, in welcher sich 
die Bedeutung der einzelnen Zahlen aus den Überschriften der Spalten ergiebt. 



cm.) 



Zenith- 

Abstand 
der 

Sonne 



Menge de* 
directen Son- 
nenlichts, 
wenn es nicht 
durch die 
Atmosphäre 
geschwächt 
wurde. 



Menge des 

ilirectenSon 

nenlichts 

nach der 

Schwächung 

durch die 
Atmosphäre 



Menge des 

Einmal 
rriii riirtcn 
Sonnen- 
lichts. 


Menge des 

Melirfar.li 
retlectirten 
Sonnen- 
lichts. 


0,14013 


0,03375 


0,13932 


0,03376 


0,13691 


0,03376 


0,13249 


0,03377 


0,12547 


0,03376 


0,11496 


0,03369 


0,09943 


0,03347 


0,08893 


0,03321 


0,07581 


0,03267 


0,05909 


0,03151 


0,03739 


0,02867 



Menge des 
Ton der Erde 
ausgehenden 

und wieder 
zurückge- 
schickten 
Lichts. 



Ganze 

Lkh «menge, 

welche die 

Erde vom 

Himmel 

empfängt. 



Gante 

Lichtmenge, 

welche 

die Erde 

überhaupt 

empfängt. 






1 


10 


0,98481 


20° 


0,93969 


30" 


0,86603 


40" 


0,76604 


50" 


0,64279 


60" 


0,5 


65" 


0,42262 


70" 


0,34202 


75" 


0,25882 


80' 


0,t7365 



0,75 

0,73533 

0,69188 

0,62124 

0,52620 

0,41087 

0,28125 

0,21395 

0,14749 

0,08517 

0,03313 



0,01211 
0,01190 
0,01132 
0,01033 
0,00899 
0,00734 
0,00542 
0,00440 
0,00336 
0,00231 
0,00130 



0,18599 
0,18498 
0,18199 
0,17659 
0,16822 
0,15599 
0,13832 
0,12654 
0,11184 
0,09291 
0,06736 



0,93599 
0,92031 

0,87387 
0,79783 
0,69442 
0,56686 
0,41957 
0,34049 
0,25933 
0,17808 
0,10049 



Wir wenden uns jetzt zu der zweiten Aufgabe: die Helle de« Him- 
melt in seinen verschiedenen Puncten zu finden. 
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Dazu ist es nöthig, erst Einiges Ober die Principien zu sagen, nach 
welchen diese Helle au bestimmen sein werde. 

Im Allgemeinen ist es klar, dafs die Helle, mit welcher irgend eine 
Fläche sich uns zeigt, proportional ist der Lichtmenge, welche die Fliehe in 
die Papille des Anges sendet, dividirt durch die scheinbare Gröfse der Fläche; 
wobei die Gröfse der Augenpupille als unveränderlich angenommen wird. 
Daraus folgt sogleich der Satz, dafs die Entfernung der Fläche keinen Einfluß 
auf die Helle hat, mit der sie uns erscheint. Aus gröfserer Entfernung näm- 
lich sendet zwar ein bestimmtes Stück der Fläche weniger Licht in die Pa- 
pille des Auges , aber in demselben Verhältnisse wird auch die scheinbare 
Gröfse des Flächenstacks geringer. Um nun ein Maafs zu haben, wollen 
wir jlie Helle der Sonne, mit der sie einem Beobachter aufserhalb der At- 
mosphäre erscheinen würde, zur Einheit annehmen. Dann fragt sich also für 
jede andere beobachtete Fläche: wieviel Licht sendet ein Stück derselben, von 
der scheinbaren Gröfse der Sonne, in die Pupille, im Vergleiche zu der Licht- 
menge, welche die Pupille von der Sonne selbst empfängt? 

Indem wir zur Betrachtung der Luft übergehen , stellen wir ans zuerst 
der Einfachheit wegen nur eine ebene, unendlich dünne Luftschicht von 
der Dicke dy vor, welche erleuchtet wird, und daher selbst wieder Licht 
aussendet Bei der Vergleichung der Helle dieser Schicht mit der der Sonne 
findet sich aber eine eigenthümlicbe Schwierigkeit. Die Lichtmenge nfiaüich, 
welche die Sonne in die Pupille des Auges sendet, läfst sich allerdings sehr 
einfach bestimmen. Denn da die Lichtmenge, welche die Sonne auf eine 
ihren Strahlen senkrecht entgegengehaltene Flächen-Einheit wirft, zur Einheit 
angenommen wird, so braucht man nur die Gröfse der Pupille zu kennen, 
welche =f sein mag; dann wird die auf die Pupille fallende Lichtmenge 
ebenfalls durch f ausgedrückt. Anders ist es dagegen mit einem Stüoke der 
Luftschicht. Die Lichtmenge nämlich , welche ein solches Stück überhanpt aas- 
sendet, läfst sich zwar den früheren Betrachtungen gemäfs leicht bestimmen; 
dieses Licht wird aber nach allen Seiten zerstreut, und es fragt sich, wieviel 
davon auf die Augenpupille eines Beobachters falle. Die Lichtmenge X, welche 
eine Flächen-Einheit der Schicht versendet, setzen wir also als bekannt vor- 
aus und wollen zunächst annehmen , dafs sie nach allen Richtungen gleichförmig 
zerstreut werde. Nun stellen wir uns aus dieser Schicht, deren senkrechte 
Entfernung vom Auge =Ä sein mag, ein Stück herausgeschnitten. vor, wel- 
ches dem Auge normal gegenüber liegt and dessen scheinbare Gröfse gleich 
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der der Sonnenscbeibe ist Der Radius der letztem wird wie oben durch a 
beseichnet; dann mufs die Gröfse jenes Stocks «= R* tang*0. n sein, oder, 
da man wegen der Kleinheit von a den Bogen statt der Tangente annehmen 
kann, = Ä 1 o a ,:r. Daraus folgt für die von dem Stücke ausgesendete Lichtmenge: 

Dieses Licht breitet sich nach allen Richtungen aus. Stellt man sich demnach um 
jenes Stück mit dem Radius R eine Kugelflache beschrieben vor, so empfängt 
dieselbe die ganze Lichtmenge; und zwar in allen ihren Puncten gleich viel 
davon. Der Theii also, welcher auf einen Flachenraum von der Gröfse der 
Papille des Auges fallt, verhalt sich zur ganzen Lichtmenge, wie die Gröfse f 
der Pupille zur ganzen Kugelflache 4R 2 n ß so dafs derselbe 

ist Bei der Sonne wurde statt dessen der Werth f gefunden: also ist die 
Helle der Luftschicht im Vergleich zu der der Sonne 

(22.) = \(?X. 
Diese Formel bedarf indessen noch einiger Erweiterungen. Erstlich 
ist sie für den besondern Fall der senkrechten Betrachtung entwickelt. Die 
Luftschicht erscheint aber nicht in allen Richtungen gleich bell. Stellt man 
sich nämlich vor, ein Stück der Schicht werde dem Auge in einer gewissen 
Entfernung zuerst normal entgegengehalten , und dann in eine schiefe Richtung 
gewendet, so wird nun doch noch eben so viel Licht in die Pupille des Auges 
fallen, als vorher, weil jedes Luftlheilchen sein Licht nach allen Richtungen 
gleichförmig zerstreut. Die scheinbare Gröfse des Stücks ist aber geringer 
geworden ; und zwar im Verhaltnifs des Cosinus desjenigen Winkels, welchen 
die Richtung nach unserem Auge mit der Normale einschliefst: die Helle, 
mit der die Schicht uns erscheint, bat also im Verhaltnifs der Secante jenes 
Winkels zugenommen. Nennt man daher diesen Winkel ß, so mufs man den 
Ausdruck (22.) noch mit sec/3 multipliciren. Ferner wurde eine gleichförmige 
Zerstreuung der Lichtmenge l angenommen. Wird dieselbe dagegen gemafs 
der Function F(q>) zerstreut, so mufs der Ausdruck noch mit dieser Function 
multiplicirt werden. Die vollständigen Formeln für die Helle der Luftschicht 
sind daher, je nach den beiden verschiedenen Annahmen Aber die Zerstreuung 
dea Lichts: 

(23.) i^sec/J.l, 
(23. a.) ia*F(<p)seeß.l. 
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Nachdem dies festgestellt ist, haben die weitem Untersuchungen keine 
Schwierigkeit. E» soll die Helle des Himmels in der Rrchtung OH (Flg. 6.% 
welche mit dem Loth den Wiökel /? einschliefst, gesucht werden. Dazti sind 
zwei einzelne Rechnungen nöthig. Zuerst ist die Helle zu suchen, insofern 
sie nur von dem einmal reflectirten Lichte herstammt; und dann kann man 
alles andere Licht unter der Kategorie von gleichförmig zerstreutem Lichte 
zusammenfassen und wiederum die Helle suchen. Die Summe beider giebt 
den Gesamuitwerlh. 

Indem wir uns also zunächst an das einmal reflectirte Licht halten, 
stellen wir uns die Atmosphäre in unendlich viele horizontale Schichten Von 
der Dicke 4y getheilt vor und fragen nach der Helle, mit weloher uns eine 
derselben in der Höhe AP = y erscheint, wenn wir sie von O aus in der 
Richtung OP betrachten. Dazu müssen wir uns der Formel (23. a.) bedienen. 
Die darin vorkommende GrÖfse l ist schon in dem früheren Aufsatze (3. <*.") 
bestimmt ; % sie ist 

wo y den- Zenith- Abstand der Sonne bedeutet. Aufserdtekn ist aber noch zu 
berücksichtigen, dafs das Licht, ehe es von P nach O gelangt, im Verhält- 
nisse von 1 zu 4-**'7—ß geschwächt wird. Es ergiebt sich aläo für die einzelne 
Elementarsbhicht der Ausdruck 

i-o 2 F(<p)3ecßdyfi.e-* ih -> ) " c r.e- i -y* tc fi. 
Da nun die Helle, mit der der ganze Himmel in der Richtung OPH sich 
zeigt, die Summe der Helligkeiten aller einzelnen Schichten ist, so braucht 
man nur den eben gefundenen Ausdruck von y = bis y = h zu integnren, 
und erhält dadurch die Helle des Himmels für das einmal reflectirte Lieht: 
nämlich 

(24.) ^^F^^ß.t— -—!-—. 

In dem besondern Falle ß = y nimmt dieser Aufdruck die Form % an 
Es läfst sich dann durch Differentiation von Zähler und Nenner sein Werth 
finden. Setzt man nämlich fi.hsecy = z, differentiirt nach z und setzt darauf 
z s=zfi A Asecß, so erhält man 

(24. a.) id 2 F(<p)fi.ksecßer* h ™e. 
Auf entsprechende Weise mufs nun auch diejenige Helle des Himtoets, 
welche von dem gleichförmig zerstreuten Lichte herstammt, berechnet werden. 
Dieses gleichförmig zerstreute Licht umfaßt zwei früher gesondert betrachtete 



42, Clansiufi; über die Lfchtslärke i|t der 4t^09phäre. ^1 

Mengen: das mehrfach reflectirte Sonnenlicht, und das Licht, welches durch 
Reflexion des yon der Erde kommenden Lichtes in die Atmosphäre zer- 
streut ist. Die Gröfse der ersten Menge, die kurz durch p 2 JV bezeichnet 
wurde, ist durch die Gleichung (12.) naher gegeben. Die der letzten er- 
giebt sich aus der Formel (19.)» Dabei kann man die einzelne Betrach- 
tung der Seite (209) erwähnten wiederholten Ausstrahlungen ersparen, wenn 
man in (19.) sogleich statt h die ganze Lichtmenge setzt, welche die Erd- 
oberfläche Oberhaupt empfängt, also L-\-L- a_** a — '==// ,_. — . Dies giebt 
für die gesuchte zweite Menge: 

(25.) LAt^l-rtj-!^. 

Die Summe dieser beiden Mengen möge der Kürze wegen durch & bezeichnet 
werden. Dann ist 

(26.) 8 = fN+LA.ieil-^j-^. 

Von diesem ganzen Werthe kommt nun auf jede Elementarschicht von 

der Dicke dy der Theil -r-S* nnd um zu finden, wie hell die durch P 

(Fig. 6.) gehende Schicht vermöge dieses Lichts in der Richtung OP wird, 

mufs man sich der Formel (23.) bedienen, indem man -r- % S statt X setzt und 

auch hier den Verlust des Lichts auf dem Wege von P nach O dadurch 
in Abzug bringt, dafs man die Formel mit e ^' 7 * ecß multiplicirt. Dies giebt 

^cfsecß-j-S.e**'*** **, und daraus ergiebt sich durch Integration von y = Q 

bisy=A, für den ganzen Himmel, in der Richtung OH, der Ausdruck 

(27 .) KS- 1 \ 

Damit, daüs man bei der Bildung dieser Formel den Verlust an Licht auf 
dem Wege von P nach schlechtweg in Abzug brachte, ist noch nicht ge- 
tagt, dafs dieses Licht überhaupt nicht mehr zu berücksichtigen sei; denn 
es kann allerdings nach der Reflexion noch in das Auge gelangen und also 
rar Erhellung des Himmels beitragen. Die obige Formel (27.) drückt viel* 
mehr, nur die unmittelbare* Wirkung der Licbtmenge £ aus; die Wirkung 
derjenigen Menge $' dagegen, welche durch Reflexion von Neuem in die 
Atmosphäre zerstreut wird, mtais noch .besonders betrachtet werden. Diese 
Lichtmenge .atdht aber genau unter denselben. Gesetzen, wie 8; denn sie ist 

27* 
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ebenfalls gleichförmig zerstreut Ihre Berücksichtigung würde folglich auf einen 
Ausdruck von derselben Form wie (27.) fahren , nnd es würde wiederum 
eine Lichtmenge S" durch nochmalige Reflexion «erstreut bleiben, mit der 
man wieder eben so verfahren müfste n. s. w. Man braucht also nur die 
Mengen S' 9 S", etc. ihrer Gröfse nach zu suchen, nnd kann dann die For- 
mel (27.) auf sie alle anwenden. Die Gröfsen sind aber schon berechnet; 
denn sie ergeben sich unmittelbar aus den Gleichungen (16.)* wenn man darin 
£ statt p 2 iV setzt; sie sind 

S' = 5p(l— »), S" = fl^(l— •)» etc. 

Hierauf läfst sich also die Formel (27.) anwenden nnd sogleich die 
Summe der Helligkeiten finden, welche aus dieser Reihe von Werthen ent- 
steht Sie ist 

4 ä— -a «ec ß 

_. \d>.l=£; Ä(l+(>(i--«0-JV(l--t0 l +...O, 

(28.) = ±o*.— - — -«.. 



welche Formel die ganze Helle ausdrückt, die durch gleichförmig zerstreutes 
Licht hervorgebracht wird. 

So sind also die beiden, durch verschiedene Lichtmengen hervorge- 
brachten Helligkeiten einzeln gefunden worden (24. und 28.), und es ist klar, 
dafs man das Endresultat, die ganze Helle, mit der uns der Himmel in der 
Richtung OH überhaupt leuchtet, erhält, wenn man jene beiden Formeln 
addirt. Es ist hier jedoch noch eines Umslandes zu erwähnen, durch welchen 
gerade die getrennte Bestimmung der beiden Helligkeiten ein besonderes In- 
teresse gewinnt Es ist nämlich das vom Himmel zu uns kommende Licht /fo- 
larisirt: ein Umstand, der zunächst schon den Beweis giebt, dafs wir es hier 
wirklich mit reflectirtem Lichte zu thun haben, nnd der auch zu weitern in- 
teressanten Aufschlössen Aber die Natur der reflectirenden Bestandteile führen 
kann. Die Polarisations-Ebene dieses Lichts bat zwar gröfstentheils diejenige 
Lage, welche man nach den gewöhnlichen Reflexionsgesetzen erwarten muffe; 
indessen giebt es dabei Ausnahmefälle. Es giebt Puncte am Himmel, wo man 
noch eine Polarisation erwarten sollte, nnd doch keihe Spur davon wahrnimmt; 
und andere, wo die Polarisations-Ebene eine außergewöhnliche Lage hat 
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Die Erklärung dieser Erscheinungen im Allgemeinen ist nicht schwer, und es 
ist wohl ohne Zweifel die, welche Herr Babinet (CompL rend. XXIII. pag. 233) 
aasgesprochen hat, als richtig anzunehmen. Die Lufttheilchen empfangen nämlich 
nicht blofs direct von der Sonne Licht, sondern auch von der übrigen Atmosphäre; 
und beides reflectiren sie. Diejenige Polarisation, welche durch die Reflexion 
des direeten Sonnenlichtes entsteht, ist es, welche vorhin als den gewöhn- 
lichen Reflexionsgesetzen entsprechend bezeichnet wurde. Diese wird aber 
offenbar durch das beigemischte andere Licht geschwficht, und im Fall sich 
in dem letzteren eine bestimmte eigene Polarisation stark geltend macht, kann 
dadurch die regelmäfsige Polarisation ganz aufgehoben werden , ja sogar jene 
andere überwiegend werden. Um jedoch Aber diese Polarisations-Erscheinungen 
genauere Untersuchungen anzustellen, ist es nöthig, für jeden bestimmten Punct 
des Himmels das Verhältnifs der Stärke des nur einmal reflectirten Lichts 
su der des übrigen zu kennen; und diese Lichtstärken werden durch die 
Formeln (24. und 28.) einzeln bestimmt. 

Ich habe, um eine Anschauung von den durch die Formeln (24. und 
28.) ausgedrückten Gesetzen zu geben, die numerische Berechnung für einige 
specielle Fülle ausgeführt. Erwögt man aber, wie viele Puncto einsein unter-, 
sucht werden müfsten, um ein deutliches Bild von dem ganzen Himmel zu 
erlangen, und dafs dieses Bild aufserdem für jeden Stand der Sonne ein an- 
deres sein würde, so sieht man leicht, dafs eine solche Vollständigkeit hier 
zu weit geführt haben würde und es nur darauf ankommen konnte, einige 
Combinationen beispielsweise herauszuheben. Doch werden die angeführten 
Fälle genügen, um wenigstens zu zeigen, in welchem YerhSltnisse die Gröfsen, 
um die es sich handelt, tu einander stehen. 

Es sind sechs verschiedene Stellungen der Sonne gewählt worden, und 
fltr jede derselben ist folgende Reihe von Werthen berechnet: 

Erstlich die Helle der Sonne selbst, wie sie bei dieser Stellung nach 
der Schwächung durch die Atmosphäre erscheint. 

Zweiten* die Helle des Himmels in unmittelbarer Nähe der Sonne. 

Drittens die Helle des Himmels im Zenith. 

Viertens und Fünftens die Helle des Himmels in einem Horizontal- 
kreise von W Zenith- Abstand, und im Horizonte selbst 

In jedem der beiden zuletzt genannten Kreise sind vier Puncto ge- 
wählt, welche .ihn in vier Quadranten theüen; nämlich der der Sonne zu- 
nächst liegende Punct, der gegenüberliegende und die beiden in der Mitte 
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dazwischen befindlichen. Die beiden erstem sind mit den Überschriften 
„Horizontal-Abstand^Q und =^ 180"" bezeichnet Die beiden Jetztern, welche 
gleiche Helle haben, sind in eine und dieselbe Rubrik mit der Überschrift 
„Horizontal -Abstand =±=90°" zusamraengefafst. Neben jeder Zahl, welche 
die Helle defr Himmels ausdruckt, stehen links noch zwei andere, mit kleinern 
Ziffern gedruckte. Von diesen bedeutet die obere die nur von dem einmal 
reflectirten Lichte, und die untere die von allem übrigen Lichte herslammende 
Helle. Es sind also die Werthe der Formeln (24. und 28.). 

Die Hypothesen, auf welchen die Berechnung dieser Tafel beruht,, sind 
dieselben, wie die, welche der vorigen Tafel voraufgeschickt wurden. Ab 
Einheil der Helle ist bei diesen Zahlen nicht die ganze Helle der Sonne 
aufserhalb der Atmosphäre , sonderq ein. Milliontheil derselben angenommen, 
weil sonst zu unbequeme Brüche entstanden wären. 



Zenith- 
Abstand 

der 
Sonne. 



HeUe 

der 

Sonne. 



(IV.) 
Helle der Sonne aufserhalb der Atmosphäre =1000000. 

Helle des Himmels. 



In unmittel- 
barer Nähe 
der Sonne. 



Im Zenith. 



In einem Horizontalkxeue, 
60° vom Zenith. 



Horizontal- 
AbstandssQ 



Horizontal- 
Abst. b 90° 



Horizontal- 
Abst — ISO' 



Im Horizonte. 



Horizontal- 
Abstand«cO 



Horizontal- 
Abst. ** W 



Ilorizontal- 
Abst.— !80* 




20° 
40° 
60° 
70° 
80° 



750000 
736300 
686900 
562500 
431200 
190800 



S$5 6,825 
Sß» 7,125 
1& 8,142 

$2 10,227 

gSil,541 
!$ 10,413 



u,6*t 6,825 
oje» 4,536 
%w 2,900 
J,'«« 1,719 
$S 1,312 

l!;«8 o,88o 



S.3SS 

1,1» 



3,475 



\'$ 5,243 
Im 7,592 
2$ 10,227 
(1,0») 7,216 
<#» 4,347 



2,223 
1,100 

1,828 
1,044 

1,320 
0,910 

1,015 
0,880 

0,657 
0,732 



3,323 
2,872 
2,278 
1,925 
1,389 



ljiou 2,560 
!;ou 2,093 

0.824 j --q 

0,910 1,773 
o|88U 1,583 
!££ 1,216 



2,491 
2,550 



5,051 



2#5" 6,108 
2$ 8,133 
?$W0,367 
2|oio 9,892 
5,925 



4,253 
1,672 



2,446 
2,515 

2,282 
2,385 

1,860 
2,170 

1,433 

2,010 

0,534 
1,672 



4,961 
4,667 
4,039 
3,443 
2,306 



J$g 4,4*8 
#S 4,084 
vSu 3,555 



2J010 3,109 
tSS 2,220 



Zum Schlüsse ist noch auf eine Schwierigkeit aufmerksam zu machen, 
die bei allen vorstehenden Entwickelungen unberücksichtigt blieb und die von 
bedeutendem Einflüsse sein kann. Es ist nämlich für die Abnahme einer 
Lichtmenge in einem unvollkommen durchsichtigen Mittel der Ausdruck et""** 
angenommen worden. Dieser Ausdruck ist aber nur richtig, wenn entweder 
das Licht homogen, oder die von dem Mittel ausgeübte Schwächung für alle 
in dem Lichte enthaltenen Farben gleich stark ist. Kommen dagegen meh- 
rere Farben vor, welche in ungleichem Verhältnisse geschwächt wehten, ao 
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gilt zwar für jede derselben ein Ausdruck von der Form er**, aber die Con- 
stanten cT sind verschieden, und man würde daher für die ganze Lichtmenge 
einen Ausdruck von der Form 

aufstellen müssen, wo ü*, ^, A 3 , etc. die iö ihr ursprünglich enthaltenen An- 
theile von den verschiedenen Farben bedeuten. Für weifses Sonnenlicht 
wüi;de jedoch auch ein solcher Ausdruck unmöglich werden, weil dasselbe 
eine unendliche Mannichfaltigkeit von Farben enthalt und der Ausdruck also 
unendlich viele Glieder haben müfste. 

Betrachtet man nach dieser Bemerkung die bisherigen Entwickelungen, 
so ist klar, dafs sie, da sie auf dem einfachen Ausdrucke beruhen, nur für 
homogenen Licht genau sind» Bestände das in die Atmosphäre eindringende 
Licht aus einer bestimmten Zahl von Farben, so könnte man ebenfalls noch 
genau rechnen, wenn man auf die verschiedenen Theile die gefundenen For- 
meln einzeln anwendete; jedoch mit verschiedenen Werthen der Constanten <?, 
oder der Constanten a. Die so berechneten Resultate brauchte man dann nur 
tu addiren, um das Gesammtresultat zu finden. Hat man es aber, wie beim 
Sonnenlichte, mit unendlich vielen Farbennüancen zu thun, so mufs man sich 
nach einem Näherungsverfahren umsehen; und da würde wohl das einfachste 
Auskunftsmittel das sein : aus der unendlichen Reihe eine bestimmte Zahl ein- 
zelner Farben auszuwählen, welche die ganze Reihe so genau, als man es für 
nöthig hält, vertreten, nnd mit diesen auf die angegebene Weise zu verfahren. 

Berlin im Juni 1847. 
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13. 

Verallgemeinerung des Pascalschen Theorems, das 
in einen Kegelschnitt beschriebene Sechseck 

betreffend» 

(Von Herrn Prof. Möbiue in Leipzig.) 

(Am den Berichten Aber die Verhandlangen der Königlich -Sächsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Leipzig.) 



lliine projective Eigenschaft einer ebenen Figur ist bekanntlich eine solche, 
welche auch jeder andern Figur zukommt, die eine Projection der ersten 
Figur auf eine andere Ebene durch Linien aus einem Puncto ist Hat man 
daher eine solche Eigenschaft für eine gewisse Projection als richtig bewiesen, 
so ist sie zugleich auch für jede andere Projection, und folglich allgemein dar- 
gethan. Am vorteilhaftesten aber wird es sein, für jene gewisse Projection 
diejenige zu wählen, bei welcher möglichst viele der von einer Projection 
zur andern veränderlichen Verhältnisse der Figur möglichst einfache Werthe 
erhalten, indem somit der Beweis der projectiven Eigenschaft durch Zuhfllfe- 
nahme anderer, aus diesen einfachen Verhältnissen fließender, nicht projecti- 
ver Eigenschaften der Figur am meisten erleichtert werden wird. 

Ein Beispiel hierzu giebt die höchst merkwürdige, von Pascal 
entdeckte projective Eigenschaft der Kegelschnitte: dafs die drei Durch- 
schnitte der einander gegenüberliegenden Seiten eines in eine solche Curve 
beschriebenen Sechsecks in einer Geraden liegen. Da jeder Kegelschnitt 
auf eine andere Ebene als Kreis projicirt werden kann, so wird Pascal'* 
Satz für alle Kegelschnitte bewiesen sein, wenn er nur für den Kreis darge- 
than ist Aber noch mehr: zu einem Kegelschnitte und einer in seiner Ebene 
gezogenen, ihn selbst nicht treffenden Geraden / können eine Projections-Ebene 
und ein Projectionscentrum immer so bestimmt werden, dafs die Projection 
des Kegelschnitts ein Kreis wird und die Projection jedes Puncto der Ge- 
raden / in die Unendlichkeit fällt, d. h. dafs von je zwei Geraden in der 
Ebene des Kegelschnitts, welche sich in / schneiden, die Projectionen einan- 
der parallel sind. Man wird mithin nur zu zeigen haben, dafs, wenn bei 
einem in einen Kreis beschriebenen Sechsecke zwei auf einander folgende 
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Seiten beziehungsweise den ihnen gegenüberliegenden parallel sind, auch die 
zwei noch übrigen, einander gegenüberliegenden Seiten einander parallel lanfen ; 
and es würde somit das Theorem PascuF* wenigstens für den Fall dargethan 
sein, wenn die durch zwei der drei Durchschnittspuncte zn führende Gerade l 
den Kegelschnitt nicht trifft. Dafs es aber auch dann gilt, wenn / den Ke- 
gelschnitt berührt, oder schneidet, kann, wenn auch nicht auf diesem einfachen 
Wege der Projection, doch durch Hinzufügung einer einfachen analytischen 
Betrachtung gezeigt werden. 

Das Vorstehende ist etwa der Gang, in welchem Herr Gergonne 
im 4. Bande seiner Annalen der Mathematik, Seite 78 u. folg., das merk- 
würdige Theorem bewiesen hat Den Nerv dieses Beweises macht, wie man 
rieht, die eben bemerkte und noch darzuthuende Eigenschaft eines Sechsecks 
im Kreise aus. Es gründet sich dieselbe auf den elementaren Satz, dafs 
zwischen parallelen Sehnen liegende Kreisbogen einander gleich sind; und 
umgekehrt : dafs die Endpuncte zweier einander gleichen Kreisbogen sich durch 
parallele Sehnen verbinden lassen; oder, um mich bestimmter auszudrücken 
and die Eigenschaft ganz allgemein für jede Gestalt, welche das Sechseck im 
Kreise haben kann, darthun zu können: 

Sind zwei Sehnen AB uniA'B' eines Kreises einander parallel (gleich- 
viel ob die Richtungen AB und A'B' einerlei oder einander entgegen- 
. gesetzt sind), so sind die Bogen AA' und B'B des Kreises, wenn 
sie nach einerlei Sinne gerechnet werden, einander gleich; und um- 
gekehrt: sind zwei nach einerlei Sinnne gerechnete Bogen AA 9 und B'B 
eines Kreises einander gleich, so sind die Sehnen AB und AB 9 einan- 
der parallel. 

Zieht man demnach in einem Kreise, von zwei beliebigen Puncten A 
und A' desselben aus, irgend zwei einander parallele Sehnen AB und A'B\ 
und von B und B f aus, irgend zwei andere einander parallele Sehnen BC 
und < B'C\ so sind die nach einerlei Sinne gerechneten Bogen AA 9 und B'B 
einander gleich, und eben so die Bogen B'B und CC, folglich auch die 
Bogen CC und AA'$ folglich sind die Sehnen CA' und CA einander paral- 
lel i oder, wie man statt dessen auch sagen kann: Ist bei einem in einen 
Kreis bes^iebenen Sechsecke ABCA'B'C die erste Seite AB mit der 
vierten A'B' und die zweite BC mit der fünften B'C parallel, so ist es 
auch die dritte CA' mit der sechsten CA. 

Der Beweis, welchen Herr Gergonne von diesen! Satze giebt, iit 

CreUe's Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 3. 28 
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von dem hier mitgeteilten allerdings nicht wesentlich, sondern nnr hinsicht- 
lich der äufsern Fassung verschieden. Allein aufserdem, dafs die hier ge- 
brauchte Fassung einen neuen Beleg des Nutzens giebt, welchen eine stete 
Berücksichtigung der Aufeinanderfolge der Buchstaben bei den Bezeichnungen 
geometrischer Objecto gewährt, wird man auch bei dieser Fassung gleichsam von 
selbst zur Verallgemeinerung des Pwtcatechen Satzes hingeleitet 

In der That: zieht man, von C und C 9 aus, noch zwei einander paral- 
lele Sehnen CD und C f D 9 nach beliebiger Richtung , so hat man, die einander 
gleichen Bogen 

AA 9 = B'B = CC 9 = D 9 D. 

Mithin müssen auch die Sehnen AD und D 9 A f einander parallel sein* 
Alle die jetzt gezogenen Sehnen bilden aber zwei Vierecke ABCD und 
A 9 B'C 9 D'i und wir schliefsen somit: Wenn von zwei in einen Kreis be- 
schriebenen Vierecken A..D und A'..D' drei Seiten AB, BC 9 CD des 
einen den gleichnamigen A 9 B 9 ^ B'C, C'D r des andern parallel sind, so 
sind auch die zwei noch übrigen Seiten DA und D r A 9 einander parallel. 

Lfifst man auf CD und CD' noch ein neues Paar paralleler Sehnen 
DE und D 9 E' folgen, so sind die Bogen 

AA 9 = .... = ZT0 = EE' t 
folglich sind die Sehnen EA r und E'A einander parallel Dies giebt ein in 
den Kreis beschriebenes Zehneck ABCDEABCD t E\ in welchem JA und 
A f B\ BC und B'C 9 u. s. w., d. h. je zwei einander gegenüberliegende 
Seiten, einander parallel sind, und wobei der Parallelismus des fünften Paares 
aus dem der vier vorhergehenden folgt. 

Man setze an E und E 9 ein fünftes Paar paralleler Sehnen EF und 
E 9 F\ 90 sind jetzt die Bogen. 

AA = ....=*EE'=F'F 
und mitbin die Sehnen FA und F f A 9 einander parallel. Man bekommt somit 
zwei in den Kreis beschriebene Sechsecke ABCDEF und A' ....F\ deren 
gleichnamige Seiten einander parallel sind, und wobei wiederum der Paralle-* 
lismns des letzten Paares ans dem der vorhergehenden zu schliefen ist. 

Schon diese wenigen Fälle werden hinreichen, um einzusehen, dafs 
alle tnf solche Weise durch fortgesetztes. Anlegen paralleler Sehnen entste- 
henden Figuren von doppelter Art sind, je nachdem die Anzahl der Paare 
paralleler Seiten ungerade oder gerade ist. Bei' einer ungeraden Anzahl von 
Paaren, i5=2»-}-ij bilden alle 4m-f 2 Seiten ein einziges Vieleck. Ist die 
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Aasahi der Paare gerade, = 2m, so erbält man zwei gesonderte Vielecke, 
jedes von 2» Seiten. Jede dieser Figuren aber hat die Eigenschaft, dafs 
der Parallelismus eines jeden Seitenpaares eine Folge ans dem Parallelisnaas 
aller jedesmal übrigen Paare ist. 

Es bleibt jetzt noch übrig, diese beim Kreise Statt findende Eigen- 
schaft nach den Gesetzen der Projection auf Kegelschnitte überhaupt auszu- 
dehnen. Durch Schlüsse von ganz derselben Art, wie oben beim Sechseck, 
erhalten wir folgende zwei Sätze: 

/. Wenn bei einem in einen Kegelschnitt beschriebenen Vielecke 
von 6, 10, 14 etc., oder überhaupt von 4m -\- 2 Seiten, die Durchschnitte 
aller Paare gegenüberliegender Seiten, bis auf eines, in einer Geraden be- 
griffen sind: so liegt darin auch der Durchschnitt dieses letzten Paares. 

IL Wird zu einem in einen Kegelschnitt beschriebenen Vielecks 
von gerader Seitenzahl ein zweites von gleicher Seitenzahl in den Ke- 
gelschnitt, so beschrieben, dafs die Durchschnitte je zweier gleichvielter 
Seifen beider Vielecke, bis auf einen, den letzten, in einer Geraden liegen: 
99 ist auch der letzte in dieser Geraden enthalten. 

Schließlich füge ich noch die diesen Sitzen nach dem Gesetze der 
DiiqliUt entsprechenden bei, die, wenn man will, gleichfalls ans der Natur 
<}es Kreises hergeleitet werden können, indem man die durch Paare von 
Koken der Vielseite zu legenden Geraden insgesanimt sich im Mittelpuncte des 
Kreises, um welchen die Vielseite beschrieben worden, schneidend annimmt. 
(Vergl. die Gergonnesche Abhandlung.) 

/. Wenn bei einem um einen Kegelschnitt beschriebenen Vielseil 
mit A »4" 2 Ecken alle , die gegenüberliegenden Ecken verbindenden Ge- 
ruden, bis auf eine, in einem Puncte sich schneiden: so trifft diesen Punct 
auch die das noch übrige Eckenpaar verbindende Gerade. 

II. Wird zu einem um einen Kegelschnitt beschriebenen Vielseit 
mit gerader Eckenzahl ein zweites Vielseit mit der nämlichen Eckenzahl 
so beschrieben, dafs die durch Je zwei gleichvielte Ecken beider Vielseite 
zu ziehenden Geraden, bis auf eine, die letzte, in einem Puncte sieh schnei- 
de*: sq friffl diesen Punct auch die letzte Gerade. 



Der Satz, dafs die zwischen parallelen Sehnen eines Kreises liegenden 
Bogen des letztern einander gleich sind, und dafs umgekehrt die Endpuncte 

28* 
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zweier einander gleichen Bogen eines Kreises durch parallele Sehnen ver- 
bunden werden können: dieser Satz kann, etwas anders ausgedrückt, auf 
alle Kegelschnitte ausgedehnt werden. Setzt man nämlich statt der Bogen 
die ihnen stets proportionalen Sectoren des Kreises und projicirt alsdann die 
Figur durch Parallellinien auf eine gegen ihre Ebene geneigte Ebene, so er- 
hält man folgendes Theorem: 

Sind .40 und A'B' zwei parallele Sehnen einer Ellipse und ist M der 
Mittelpunct der Ellipse, so sind die elliptischen Sectoren MA'A und MBB 9 , 
so wig MA'B und MAB', einander gleich; und dieses auch hinsichtlich des 
durch die Buchstabenfolge in ihren Ausdrücken bestimmten Vorzeichens. Um- 
gekehrt: Sind zwei elliptische Sectoren MA'A und MBB' mit Röcksicht 
auf die Zeichen einander gleich, so sind die Sehnen AB und A'B 1 einander 
parallel. Oder noch anders ausgedrückt: 

Es bewege sich ein Punct P in einer Ellipse dergestalt, dafs der bis 
zu ihm vom Hittelpuncte der Ellipse aus gezogene Radius in gleichen Zeiten 
gleiche Flächen überstreicht, so werden die zwischen zwei parallelen Sehnen 
AB und A'B' der Ellipse enthaltenen Bogen A'A und BB\ so wie A'B 
und AB\ von P in gleichen Zeiten durchlaufen; und umgekehrt. 

Dieselben Sätze gelten, wie sich leicht zeigen läfst, auch für die Hy- 
perbel; und zwar der umgekehrte in allen Fällen, der directe aber mit einer 
Beschränkung, welche aus der Doppelgestalt der Hyperbel entsteht, und wonach 
zwei Puncto einer Hyperbel nur dann die Endpuncte eines hyperbolischen 
Bogens sein können, wenn sie in einer und derselben Hälfte der Curve liegen* 

Endlich gelten diese phoronomischen Sätze wörtlich auch für die Pa- 
rabel, wenn man dieselbe von einem Puncto also durchlaufen läfst, dafe eine 
durch den Punct gelegte, mit der Axe der Parabel stets parallel bleibende 
Gerade in gleichen Zeiten gleichbreite Parallelstreifen überstreicht. Es ist dies 
keine andere, als die parabolische Wurfbewegung, und wir können daher noch 
Folgendes schliefsen: 

Werden von einem geworfenen Körper die Bogen AB und CD in 
gleichen Zeiten zurückgelegt, so sind die Geraden AD und BC einander paral- 
lel; und wenn die Bogen AB und BC in gleichen Zeiten beschrieben werden, 
so ist die Gerade AC parallel mit der an die Curve in B gelegten Tangente. 
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14. 

Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. 

(Von Hrn. Dr. Öttinger, Prof. ord. an der Universität zu Freiburg im Br.) 

(Fortsetzung des Aufsatzes No. 16. und No. 21. im 26ten, No. 17. und 32. im 30ten und No. 8. im 

34ten Bande.) 



IV. 

_ §. 35. 

Ist mit dem Eintreffen eines Ereignisses die Erwerbung eines physischen Gutes 
oder ein Gewinn verbunden, so erhalt das Eintreffen einen Werth. Dieser 
Werth soll Werth der Erwartung heifsen. 

In einer Urne sind tn — 1 schwarze und eine weifse Kugel enthalten. 
Auf das Erscheinen der weifsen Kugel ist der Gewinn G gesetzt. Von m Per- 
sonen darf jede eine Kugel aus der Urne nehmen, ohne die in der Urne ent- 
haltenen Kugeln bei der Ziehung sehen zu können. Diejenige Person, welche 
die weifse Kugel zieht, erhalt die ausgesetzte Summe. Welchen Theil des 
Gewinnes hat jede Person vor der angefangenen Ziehung anzusprechen, oder 
wie grofs ist der Werth ihrer Erwartung? 

Offenbar bat vor dem Anfange der Ziehung jede Person das gleiche 
Recht oder den gleichen Anspruch auf den Gewinn. Soll daher vor der Zie- 
hung jeder von ihnen ein bestimmter Theil des ausgesetzten Gewinnes zuge- 
wiesen werden, so mufs dieser Theil mit der Gröfse des Anspruchs oder mit 
der Hoffnung zu gewinnen im Verhaltnifs stehen. Dieser Werth der Erwar- 
tung ist demnach im vorliegenden Fall 

m 
E bedeutet den Werth der Erwartung. , Sind nur zwei Personen A und B 
vorhanden, von welchen die erste /»mal, dfe andere m—pmx\ ziehen darf, 
und ist nun der Werth der Erwartung für beide zu bestimmen, so kann man 
sich die eine als Stellvertreter von p, die andere als Stell Vertreter von m— p 
Personen vorstellen. Es wird also jede sovielmal den mten ; Theil des Ge- 
winnes anzusprechen haben, als sie Ziehungen machen darf. Demnach ist der 
Werth der Erwartung fflr A f 

E x = -£.G, 
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der für B, Ä „ 

m 
Dies ififst dich leicht auf drei und mehr Personen ausdehnen. Sind »Personen 
Au A 2 , An .... A H vorhanden, von welchen die erste p t ^ die zweite p 2 ^ 
die dritte p* u. s. w., die nte p n Ziehungen unter den obigen Bedingungen 
machen darf, so ist der Werth der Erwartung für A k ^ 

1. E k = ?±.G. 

Dabei ist vorausgesetzt, dafs Pi"\-p2-\-Ps-\- Pn nicht gröfser als m werden 

darf. In den Gleichungen drückt die Vorzahl von 6? nach (1. $.2.) die Wahr- 
scheinlichkeit aus, den in Aussicht stehenden Gewinn zu erhalten. Dies führt 
zu folgendem Satze: 

2. Der Werth der Erwartung einer Person wird bestimmt durch das Pro- 
duct der ihr günstigen Wahrscheinlichkeit in den zu erwartenden Gewinn, 
oder durch -das Product des zu erwartenden Gewinnes in die Hoffnung, 
ihn zu erlangen. 

A hat die Hoffnung, einen der Gewinne 6r M 6r 2 , 6r 3 , . . .. G n zu er- 
langen. Die Wahrscheinlichkeit, den Gewinn G L zu erlangen, ist p lf diejenige 
den Gewinn G 2 zu erlangen, ist p 2 , u. s. w., diejenige den Gewinn G n zu 
erlangen, ist p n . Wie grofs ist der Werth der Erwartung für A? 

Da A nur einen der Gewinne und jeden nur mit einer bestimmten 
Wahrscheinlichkeit erlangen kann, so findet sich der Werth der Erwartung, 
wenn man den Grundsatz (2.) auf jeden einzelnen Fall anwendet und die 
Resultate zusammenzählt. Der gesuchte Werth ist 

3. E = piG 1 A r p 2 G 2 -\ r piGz'\-....*-\-p n G n oder 

4. E= 2Zlp n G n , . ' , ." 

wenn in p n G n allmälig, aber gleichzeitig, 1 9 2, 3, 4, n statt n gesetzt 

wird. Sind die Wahrscheinlichkeiten? die verschiedenen Gewinne zu erlangen, 
einander gleich, so dafs p t =:p 2 sssp 3 J^s:. .,*«=/>„ »=jfr, so ist 

5. E = p(G L +Q 2 +G 3 .... + G H ) *± p.£^G n . 

Sind die Gewinne gleich und die Wahrscheinlichkeit, sie äu erlangen, ist ver- 
schieden, so ist ans (3. und 4.) 

6. "E = (Pi+P2+p*»»'Pm)'G = G.2™p H . 
In diesen Gleichungen kann Pi-\-pi-\~ pi-\-..'..p>n*iA&l gröfser als die 
Einheit sein. Für gleiche Gewinne und gleiche Wah&cbeinfichkeitön ist 

7. E = npG. 
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Diese Gleichungen lassen sich auch noch auf eine andere Art darstellen, 
wenn nicht die Wahrscheinlichkeiten gegeben sind, sondern die Zahl der Fälle, 
welche die verschiedenen Gewinne bringen. Bringen r t Falle den Gewinn G^, 
r, den Gewinn G 2v u. s. w., r„ Fälle den Gewinn G n , r M Fälle aber weder 
Gewinn noch Verlost, so ist der Werth der Erwartung 

8 JE-= ^ r : 6, = r i G t +r t G t + rtG i + ....r n G n 
r a + 3S£?r m r t +r t + r, + ....r n +r. 

Wirft Jemand mit einem Würfel einmal, in der Hoffnung sovielmal 
die Summe 6? zu treffen, als Puncte auf der obern Seite des geworfenen Wür- 
fels erscheinen, so findet sich der Werth der Erwartung aus (5.), wenn 

p = i und G x = G t , G 2 = 2G, G 6 = GG gesetzt wird. Er ist 

E= $.«G=3lG. 

Bat Jemand ein Loos einer aus 1000 Loosen bestehenden Lotterie, in 
welcher ein Gewinn von 10000/*, einer von 5000 £ vier von 1000/*, vier 
von bOOf und 600 Gewinne von 50/* enthalten sind, so ist der Werth seiner 
Erwartung nach (8.) 

« 10000+500 0+4.1000+4.500+60 0.50 , _ K4 - 
MB = j^öo f — Öl/. 

Der Werth der Erwartung wird auch mit dem Namen „mathema- 
„tische Hoffnung" bezeichnet und diese der „moralischen" gegenüberge- 
stellt. Zweckmfifsiger Würde der Name „obfective Höffhung" sein. Auch liefse 
sich der Werth der Erwartung durch „mittlerer Werth " oder „Durchschnitts^ 
Werth" bezeichnen. Für viele Fälle pafst die Benennung mittlerer Werth 
recht gut. 

Aus den obigen Grundsätzen läfst sich Folgendes weiter ziehen. 

In einer Urne ist eine Anzahl Kugeln enthalten, mit den Zahlen 
1, 2, 3, ... * a bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit, eine Kugel mit dem Zeichen 
I4n treffen, ist p x \ diejenige, eine mit dem Zeichen 2 zu treffen, p 2 , u. s. w. 
MK dem Erscheinen dter genannten Kugeln ist dör Reihe nach der j#i, A 2 i 
J 3 , . . , . J a fache Gewinn einer bestimmten Summe verbunden; Itt einer zweiten 
Urne ist eine andere Zahl von Kugeln enthalten, welche die Zahlen i,% 3,.... h 
haben. Die Wahrscheinlichkeiten, diese Kugeln zu treffen, ölÄd beziehHch 

9n ^2? ?3? 9b<> und mit deren Erscheinet sind die JB 19 Ä 2f Ä 3 , 

B% fachen Gewinne derselben Summe verbunden» Jemand zieht nun erst eine 
Koftlt ausser ersten, dann eine an* der. zweiten Uwe und gewinnt ;io viel 
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als die Summe der auf den gezogenen Kugeln aufgezeichneten Zahlen aus- 
drückt. Wie grofs ist der Werth der Erwartung? 

Die Frage beantwortet sich, wenn zunächst der Werth der Erwartung 
bestimmt wird, der durch das Ziehen einer Kugel aus der ersten Urne be- 
dingt ist; dann derjenige, welcher durch das Ziehen einer Kugel aus der zwei- 
ten Urne sich ergiebt. Wird aus der ersten Urne gezogen, so ist der Werth 
der Erwartung nach (3.) 

Wird aus der zweiten gezogen, so ist 

Der gesuchte Werth ist demnach 

9. E = JS^p m A a ^ r S hml g b B b . 

Diese Schlufsweise läfst sich unter ähnlichen Bedingungen auf drei, 
vier u. s. w. und g Urnen ausdehnen. Im letzten Fall ergiebt sich allgemein 
für den Werth der Erwartung: 

10. E = 2^p a A a ^^ qb B b ^2^r c C c J t ....^S^z e G i . 

Die in (9. und 10.) gefundenen Gleichungen bleiben auch noch in Kraft, 
wenn die Ziehungen aus den verschiedenen Urnen nicht nach einander, sondern 
gleichzeitig gemacht werden. Zugleich ist auch leicht zu seh$n, dafs sie noch 
immer gelten, wenn nur eine Urne vorhanden ist und unter den obigen Be- 
dingungen wiederholt aus ihr eine Kugel gezogen and nach der Ziehung in 
die Urne zurückgelegt wird. Für diesen Fall werden die Wahrscheinlich- 
keiten und Gewinne einander gleich. Wird dann /unal gezogen, so ist der 
Werth der Erwartung 

11. E = p2j£z£p a A a . 

Es sind zwei Urnen vorhanden. Die Bedingungen sind die nämlichen, 
wie die zu (9.)- Jemand zieht anr jeder Urne eine Kugel und gewinnt so- 
vielmal eine bestimmte Summe,, als das Product der Zahlen anzeigt, welche 
auf den erschienenen Kugeln geschrieben sind« Wie groß ist der Werth 
seiner Erwartung? ., 

Der Werth 1 ' der Erwartung, welcher aus dem Erscheinen einer Kugel 
aus der ersten Urne folgt,; ergiebt sich aus (3;). Er i# 

... - ' MM =BÄ JG*±lp a A m • »".■.. 

Auf jeden der in diesem Ausdrucke begriffenen Fälle kann jede in der zweite* 
Ütte enthaltene, mit den < Zahlen 1, 8* 8y..w&(betchiiebeiie KmgtA fo%ea< 
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Erscheint die Kugel mit dem Zeichen 1, so ist der Werth der Erwartung 
aus (3. und 1.) 

Erscheint die Kugel mit dem Zeichen 2, so ist der Werth der Erwartung 
nach (3. und 1.) 

E 2 = q % B 2 2^p a A a 

u. s. w. Erscheint die Kugel mit dem Zeichen b, so ist der Werth der 
Erwartung 9 aus dem nämlichen Grunde, 

&b = qbBb2lz£p a A a . 
Aus der Vereinigung dieser Ausdrücke ergiebt sich der Werth der Erwartung. 
Er ist 

12. E = JS°Zip a A a .2 b=l q b B b . 

Auch wenn drei und mehr Urnen unter ahnlichen Bedingungen in Be- 
tracht kommen, bleibt die eben angegebene Schlufsfolge in Kraft. Bei g Urnen 
ist der Werth der Erwartung 

13. E = ^p m A m .2£f k B h .JE~r € C € ....2™* g G g . • 

Die gleichen Resultate finden sich , wenn die Ziehungen gleichzeitig geschehen. 

Die Resultate können noch mehr verallgemeinert werden , wenn man die 
Gleichungen (10. und 13.) mit einander verbindet. Der Werth der Erwartung 
ist dann 

14, E = Fit\ .... Fi'\-G i GiG$....Gi i -]-•••• Mitn % .... «t r , 

wenn F n jF 3 , .... jF,; G t , G 2J .... ©*, u. s. w. die Ausdrücke sind, welche 
durch (13.) angedeutet werden. 

Es sind zwei Urnen vorhanden. Jemand zieht unter den obigen Be- 
dingungen eine Kugel; und zwar entweder aus der ersten, oder aus der zweiten 
Urne. Die der erscheinenden Kugel aufgeschriebene Zahl bestimmt die Gröfse 
des Gewinnes. Wie grofs ist der Werth der Erwartung? 

Wird aus der ersten Urne allein gezogen, so ist der Werth der 
Erwartung 

E x = S„- x p a A a . 

Wird aus der zweiten allein gezogen, so ist derselbe 

&i = -Skat y*^6» : \ 

Das Ziehen aus jeder Urne ist gleich möglich. Die Wahrscheinlichkeit^ einfe 
Kugel aus der einen oder der andern Urne zu ziehen, ist daher J. DemfeacA 
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ist der gesuchte Werft der Erwartung 

15. E = i-^^T^a^a+i- 2 *«!^^. 

Auch wenn unter ähnlichen Voraussetzungen drei und mehr Urnen vor- 
handen sind, bleibt die eben gemachte Schiursfolge in Kraft. Es ist allgemein 
für m Urnen: 

16. Ä=^(xr*^+ÄfA+^ 

Auch diese Gleichung iäfst sich nach dem Vorgange von (4.) verallge- 
meinern, nämlich zu 

17. E = ^(F i F 2 ....F i +G l G 2 ....G k +..„M i M 2 ....M r ). 

Sind die Werthe, die dem Eintreffen der einzelnen Fälle zugehören, 
Functionen irgend einer veränderlichen Gröfse, welche durch 

f*li f*2) fa> f#a 

ausgedrückt werden, so ändert dies an der Schlufsfolge nichts und es ist aus 
(3.) oder (4.): 

18. E Ä 2^p a fx a . 
Aus (10.) ergiebt sich dann 

19. •-R = ttr m fx m +^ikrYi + ....^nJm g -. 

Diese Schlüsse lassen sich noch weiter ausdehnen, und gelten auch noch, 
wenn unter fx a in (18.) eine zusammengesetzte Function, etwa wie fx a 
=Lfu a \fw a , verstanden wird. Ferner gelten sie, wenn statt der beziehlicheft 
Wahrscheinlichkeiten die Zahl der Fälle, welche das Erscheinen einer Kugel 
und des zugehörigen Werthes bedingen, gegeben ist. Sind nun Pi<>p%> fa.... p a ; 
y lr 92, ^ 3 , ... . 4*; n. s. w. die Zahl der Fälle, so ergiebt sich aus (9.): 

20. £? = 2 ^ aJa .± 2 %J bBb ■; 

u. s. w. Hiei» können die unter SA a und SB b u. s. w. begriffenen Fälle auf 
jeden möglichen Werth, also auch auf und auf negative Gröfsen deütön. 
Werden die sich ergebenden Resultate negativ, so deuten sie auf Verlust. 

In einer Urne sind eine Kugel , ' mit der Zahl 1 , zwei Kugeln mit der 
Zahl 2, drei mit der Zahl 3, u. s.w., m mit der Zahl m bezeichnet, enthalten. 
Jemand sieht /mal je eine Kugel. aus der Urne und. legt die gezogene Kugel 
in die Urne! zurtck. Er erhält jedesmal so oft die Summe 6 zam Gewinn* 
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als es die der erscheinende» Nummer aufgeschriebene ZaH anzeigt. Wie grofs 
fet d4r Werth der Erwartung? 

: Aus (11.) oder (20.) ergiebt sich dieser Werth durch Einführung d^r 
angezeigten Werthe. Er fet 

r 2m m(m+i) 1 * x * r* J 3(m-fl) ' 

denn es sind in (20.) statt />„ /i 2 , . . •>. p* die Zahlen 1, 2, 3, .... m und 
statt A^ Az, .... A tt dieselben Zahlen zu setzen. Wird bei dem Erscheinen 
irgend einer Kugel nur der einfache Gewinn ausgezahlt, so ist der Werth 
4ef Erwartung unter diesen Bedingungen: 

Ist aber in der Urne nur eine Kugel mit jedem der Zeichen vorhanden, so 
ist. der Wertb der Erwartung 

Dies ist der Fall bei dem Wärfeispiel, wenn *£ = 1 gesetzt wird. 
Es finden sich dann die Durchschnittswerte, welche bei diesem Spiele mit 
1, 2, 3, 4, .... Würfeln geworfen werden können. Dieselben sind der Reihe 
»ach ii 7, 10*, 14, 17*, 21, 24*, 38, 3i|, 35, .... - 

""■■ l ' In einer' Urne Befinden äifch eine 7 Kugfel mit — m, eine foit -^m, 5 zwe*i 
mitr-rr(iw^-l) und zwei mit -f (*/*-l), drei mit — (m^-2) und drei mit rf (m-r2) 
bezeichnet u. s. w.; endlich m-f 1 Kugeln mit bezeichnet. Man . zieht pmal. 
Wie grofs ist der Durchschnittswert!! für ,die den Kugeln aufgeschriebenen 
Nummern. Aus (20.) ergiebt sich durch Einführung der angezeigten Werthe 

i 36t :-. ..■-..■. ::,,.. . t(: 
Die im vorigen Paragraph enthaltenen Grundsätze gelten allgemein zur 
Bestimmung des Werths der Erwartung irgend einer betheiligten Person, und 
ohne iRftcfcsicbt auf die» Art und Weise*: wfol der «r erwartende Gewinn er- 
langt wird, oder auf *e Ordnung, in welcher die Theünehmer ihre Ansprüche 
geltend machen kftmen." Er Hegt daher die Frage «ahe: 'Hat -die» Ordnung, 
to welcher mehrere Personen* ttazu gelangen, ihre Arispröche geltend iu machen, 
bine* Bteinft auf d*n W*rth dw '»IrtfiilHig'} oder ufaW? i*ri< .>Vv. 

29* 
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Um diese Frage zu untersuchen , gehen wir tob! Folgend*« Bus. 

In einer Urne befinden sich n — 1 schwarze und eilie weifte JEng«L 
Von n Personen A^ A 2 ^ A^ . . . . A m nimmt jede in der genannten Ordnung 
eine Kugel aus der Urne, ohne die Kugeln vorher sehen zu können; Wer 
die weifse Kugel zieht, gewinnt die darauf gesetzte Summe & Wie grofs 
ist der Werth der Erwartung für die einzelnen Theilnehmer? 

Es können folgende Fälle eintreten. Die weifse Kugel wird von -4,, 
oder von -J 2 , oder von<4 3 , . . . ., oder von A n gezogen. Für jeden einzelnen 
Fall mufs der Werth bestimmt und das erhaltene Resultat mit den übrigen 
verglichen werden. Die Wahrscheinlichkeit, dafs A t die weifse Kugel sehen 
werde, ist — . Der Werth der Erwartung für A L ist demnach 

t£, =: — • 
n 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs A 2 gerade die weifse Kugel ziehen werde, setzt 

voraus, dafs A t sie nicht, sondern &ne schwarze Kugel gezogen habe. Sie ist 

— -—==—. Der Werth der Erwartung hierfür ist 

JDj 2 = — • 

n 
Die Wahrscheinlichkeit, dafs gerade A 3 die weifse Kugel ziehen werde, setzt 
voraus, dafs weder A L noch J 2 die weifse, sondern .eine schwarze Kugel ge- 
zogen habe. Sie ist ^ — ;~T* _ 2 = *-. Der Werth der Erwartung 
für A 3 ist also 

Diese Schlüsse lassen sich fortsetzen; Die Wahrscheinlichkeit, dafs A k 
gerade die weifse Kugel ziehen werde, beruht darauf, dafs keiner seiner Vorgftn- 

get dieselbe gezogen hat und ist r 5 r-f^ =-,— = — . 

Der Werth der Erwartung ist also fftr A k : 

. 1. .B h = £; 

u. s. w. Die so: eben gefundenen Resultate .rechtfertigen demnach folgenden Satz. 

2. SoU eül Gewinn G durch Verloosnng auf die genannte Weise, einer von 

den Personen 4i, -A*% Ai % . . ..A m angewiesen werden, so ist der Werth 

der .Erwartung aller Theilnebmer vor dem Beginne der Verioosiag gleich 

grofs. Sind aber sohön * Kugeln feaogen und ist die fragäche Kugel 
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noch nicht erschienen, so ist der Werth.der Erwartung forden TheH- 
nehmer im Augenblick, wo er zum Loosen gelangt, 

S. ML = r*« 

n — * 

An die Stelle der Ordnung, in welcher die genannten Personen zum Loosen 
gelangen, kann jede andere gesetzt werden, ohne dafs sich die Schlosse 
Andern, welche die Resultate (1. und 2.) geben. Dies fahrt zu folgendem Satze: 

4. Soll ein Gewinn G auf die genannte Weise einer von n Personen durch 
Verloosung zugewiesen werden r so ist die Ordnung, in welcher die 
Personen zum Loosen gelangen, gleichgültig. 

In einer Urne sind n — 2 schwarze und zwei mit 1 und 2 bezeichnete 
weifse Kugeln enthalten. Zwei Gewinne G und H sollen unter die Personen 
A t , A%, -4 3 , .... A n durchs Loos vertheilt werden. Wer die Kugel 1 zieht, 
erhält den Gewinn G und wer die Kugel 2 zieht, den Gewinn H. Die Per- 
sonen kommen in der genannten Ordnung zum Ziehen. Jede zieht eine Ku- 
gel aus der Urne. Wie grofs ist derWerth der Erwartung für jede Person, 
vor der Ziehung? 

Es können folgende Fälle eintreten: 
Die Gewinne fallen in der genannten Ordnung 

ä) auf die l te und 2 te , l te und 3 ,e , l te und 4 ! % l te und » te Person, 

*) auf die 2* und 3'% 2 te und 4 ! % 2 te und 5»% .... 2 ,e und i* Person, 
e) auf die 3 te und 4 I \ 3 t# und 5 te , 3 ,e und 6 te , 3 ,e und n 1 * Person, 

n) auf die (»— l) le und n u Person. 
Die Ordnung, in welcher die Gewinne erscheinen, ist die umgekehrte, und 

die nämlichen Fälle treten wieder ein. 

»■ 

Die obige Zusammenstellung umfafst alle möglichen Fälle. Sie stimmen 
mit den Zerstreuungen zweier Elemente in n Fächer aberein und sind deshalb 

ihrer Zahl nach und in einer bestimmten Ordnung, = jo •. **^ er Tbeil- 

nehmer hat die Aussicht, dafs sich in n — 1 FäUe*> das Loos; günstig für ihn 
entscheide. Für jeden einzelnen Fall mufs daher der Werth seiner Erwartung 
bestimmt und alle diese Werthe mflssen zusammengezählt Verden. Die Wahr- 
scheinlichkeiten in den einzelnen Fällen sind veränderlich, nach der Zahl der 
in der Urne zurückbleibenden Kugeln und den darauf gesetzten Gewinnes. 
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Werden nun unter den genannten Voraussetzungen die Werthe der 
Erwartungen bestimmt, so ergiebt sieb für die in (a) aufgeführten Falle, welche 
den Werft der Erwartung für A k in Beziehung auf den Gewinn G andeuten, 
nach (1. §. 35.) folgende Zusammenstellung: 

G H = G H 

n n — 1 ,n ' ' n**i ' 

6 it-2 H = G H 

n n — 1 n — 2 n n — 1 * 

1. < G n—2 n— 3 H ^ G H 

nn — \ n — 2 n — 3 * n n — l 1 

^6 n—2 n— 3 w— 4 2 ^ _ G_ H 

nn-*i\— 2 n— 3 ' ' ' # 3*2 9* n^I' 

Wendet man die nfitnlichen Bemerkungen auf die unter (ft) angeführten Falle 
an, so erhält man folgende Darstellung: 

n-2 G H "_ G H ' 

^7T~"S=T ^T2- — ITl^rT* 

n-2 G n-3 g = ;o ' '' * '" 

n n—in — 2 n — 3 ' V * , f V" * n^u*!' 

2. / n—2 G n — 3 n— * fl _ 6 g 

n "n — In — 2 n — 3n — 4 ^ - n— j> 

• • • • • • • • • • •• • • • • »•,•• 

n—2 G n — 3 »—4 2 1«. G Ä 

n « — i » — 3 n — o o & n n — 1 

Für die unter (c) aufgeführten Fälle ergiebt sich: 

n—2nr-3_G_H .' .GM.'. 

n »—1 »—2 »—3 'n »-Li' 

n-2 n-3 G »-4 g-" : " ' ,! ' •" '" ,: ' ' '" ! j_'-C ! "'"IT " 
n : »— l'»— S'nrr-S'i*^/ •':'. V. \* .".; * - *0* 'TTT.: -.» ■" iirf — 1 * 
8.:- V »— 2 »— 3 G «t*-4 ü^5 Jg. ;. . !,,-;,;^; ^fl,, -.. 
—^ n— i'n— 2'w-3'»— 4»-5 — T"S=T' 

.. -s-->~x-> •■ '■■<■ •..!•• :•.-.• i-- ■ \Z:.: •-;.: 

n— 3 ».-3 g , . »— 4 w^-5 ■. . . *;*jW_"j» '_M_- ■ •• 

n ' n^t'lt^' n^r.S' »rr-4 ;.,*;*,.'.,'• ','.8 ;.3^j~-.n "*rrl* ., 

n. s. w. Für denteUten Fall gut die Be8timi»«ng . •>:. : •: ! u:i.;. ! v •■. 

:■ . ^„.g ' W-^3 ff^ 1 "-'- ■'■■> ll S { * 1±i & "-'»0 : .jf.-'-h;:!.:....!- 
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Erscheinen die Gewinne in umgekehrter Ordnung, so treten die nnter (*,6/v, ... h) 
aufgeführten Fälle wieder ein. Es ergeben sich die Ausdrücke (1, 2, 3,4, ....); 
jedoch mit dem Unterschiede, dafsß an die Stelle von H tritt; und umgekehrt. 
Die Hoffnung von A x auf den Gewinn G ist in (1.) angegeben. : »r-1 Falle 
sind für Ji günstig, die sämmtlich einander gleich sind. Nun bezieht sich der 
Werth der Erwartung von A l offenbar nur auf den Gewinn jff, nicht auf Ä 
Also ist letzterer auszuscheiden und das Resultat (n — l)mal zu nehmen. 
Mithin ist der Werth der Erwartung für A x auf den Gewinn G: 

G , m S G 

9l = —i TC'fr— 1) = 

* l n(n— i) K ' n 

Dies gilt unmittelbar auch für A t in Beziehung auf den Gewinn H, und der 
Werth der Erwartung von A x ist in dieser Beziehung: 

Der ganze Werth der Erwartung von A k ist also 

5. Et = — I — • 

h * n 

Auf ganz Ähnliche Weise ergiebt sich der Werth der Erwartung für A 2 . Nach 
(2.) sind n — 2 Fülle für A 2 günstig, nach (1.) nur einer. Der Werth der 

G U 

Erwartung von A 2 auf den Gewinn G ist — und auf den Gewinn H, =— , 

folglich ist der Werth der Erwartung von J 2 in Beziehung auf beide Gewinne: 

6. ^ = £+•£. 
• * 

Sefct man auf diese Weisd die Schlufsfolge fort, so ist der Werth der Er- 
wartung von A k in Beziehung auf beide Gewinne: 

• • Mdh = • 

n * n 

Diese Resultate führen zu folgendem Sehlasse: 

8. Sollen fcwei Gewinne G und H tinter den oben genannten Bedingungen 
unter n Theilnehmef, die in einer Vorgeschriebenen Ordnung zum Loose 
gelangen, vertheilt werden, so bt der Werth''dfer Erwartung für jedön 
Theilnehmer vor dem Beginn dfer Verioosung gleich grofs. 

Geht man von der vorgeschriebenen Ordnung auf eine andere über, so 
ähefert dies nichts in der Schlufsweise, folglich auch nicht das Resultat für den 
Wairtk der Erwartung. Dies giebt folgenden Säte: . .. - y 
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9. Sollen zwei Gewinne G und H durch das Loos auf die oben angegebene 
Weise unter n Theilnehmer vertheilt werden , so ist die Ordnung, in 
welcher die Theilnehmer zum Loosen gelangen, gleichgültig. 

Sind k schwarze Kugeln erschienen, also noch n—k Kugeln nnd die 
Gewinne in der Urne zurück, so ist der Werth der Erwartung fflr jeden fol- 
genden Theilnehmer vor der Fortsetzung der Verloosung: 

10. £ = ^-1-*. 
n — * » n — k 

Ist ein Gewinn, etwa G, erschienen, so ist derselbe 

11. G = -^r. 

In einer Urne befinden sich n — 3 schwarze und drei mit 1, 2, 3 be- 
zeichnete weifse Kugeln. Drei Gewinne G n G 2 , 6? 3 sollen unter die Per- 
sonen A t , A^ ^ 3 , A n durchs Loos vertheilt werden. Wer die Kugel 1 

zieht, erhält den Gewinn G t ; wer die Kugel 2 zieht, erhält G 2 ; wer die 
Kugel 3 zieht, erhält G 3 . Die Personen kommen in der genannten Ordnung 
zum Ziehen. Jede nimmt eine Kugel heraus. Wie grofs ist der Werth der 
Erwartung fflr jede Person vor der Ziehung? 

Die Gewinne können in folgender Ordnung erscheinen: 
ff lr G 2 , G 3 ; G 2 , C3, fif 15 , 

G„ G i9 <r 2 ; £3, G t , G 2 , 
G 2 , £,, G 3 \ Cj, Ga, G t . 
Für jede Ordnung können folgende Fälle vorkommen: die Gewinne können fallen 
n)aufdiel , %2 te u.3 t '; l te ,2 ie u.4 ,e ; r%2 te u. 5 te ;..„. l te , (n— l^n* Person, 
Vjauf die2 te ,3 te u.4 l «; 2 te ,3 ,e u.5 ,e ; 2 ,e ,3 te u.6 le ; .... 2 , %(n-~l) t %n te Person, 
c) auf die 3 ,e , 4 ,e u. 5 ,e ; 3 te , 4 te u. 6 te ; 3% 4 te n. 7*; .... 3 ,e , (n— l) l % n u Person, 

n) auf die (»— 2) ! % (n— l) f % n te Person, 

Dieses Schema fällt mit den Zerstreuungen von drei Elementen in n Fächer 
zusammmen, und gilt fflr jede einzelne Gewinn-Yertheilung. Demnach ist die 
Zahl aller möglichen Fälle., welche entstehen, 

— i*- 3 - — Ol — 

Unter diesen Fällen kann jeder Theilnehmer 1 .2. (n ~j )( !?~ 2) inal in 
Beziehung auf jeden einzelnen Gewinn ein fflr sich gttnsüges Resultat erwarten» 
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Wendet man nun die Schlüsse an, welche in (1. 2. 3 ) ange- 
wendet wurden, so ergeben sich folgende Ausdrücke: 

G, G t G, G t G, G 3 



5 



n n — 1 w— 2 n w— 1 n — 2 

lw "m— l'n— 2"m— 3 n '«-l'n-2 1 

12. (^.J^.'Jzl.t^.Jl*- = g i- G » G » 
|M n — l»-2w — 3*»— 4 n n — in — 2' 

G^ >*— 3 w— 4 w— 5 J2 J_ J^ r G, _G,_ G, 

w • w _i - w _2 - m— 3 4 # 3'2 CT2 ' CT3 ~ /«- lw— 2' 

!Ll5. JL. JL.JL = G t 6t G 3 

m "« — l'w— 2 n — 3 n n — 1 n — 2' 

in— 3 G t G t n— 4 G 3 _ G t G t G, 

n - w— i'w— 2%*— 3 - n— 4 r» 'n— in— 2*> 

13. 6»-3 G t G t w— 4 >*— 5 jG^ _ G t G t G, 

\-^r'^=T'^=2-^=3'^=4'M-5 — 7T5=T5=2' 

w— 3 G, n— 4 n— 5 ! i lr T - ?i G « G » 

— 'w=Tw=2'fi-3 4*3'8 t " r2 ' fF| — n V-i',7=2' 

u. s. w. Endlich 

M _3 w-4 n— 5 n-6 2 i 1 ~ 1 ~ ~ ^ G t G. 

Wählt man eine andere Ordnung der Gewinne G^, G 2 , £ 3 , so ist in (12. 
13. und 14.) die veränderte Ordnung einzufahren. Die übrigen Gebilde bleiben 
unverändert. 

Um nun den Werth der Erwartung von A x in Bezug auf den Gewinn 
G L zu bestimmen, ist zu bemerken, dafs A x ihn in 1.2. ~ i g F*lkn 

erhalten kann ; in welchen jedoch aufser ihm noch zwei Theilnehmer sich in 
die Gewinne G 2 und 6? 5 theilen. Werden diese ausgeschieden , so ergiebt sich 

Auf gleiche Weise findet sich der Werth der Erwartung von A t in Beziehung 
auf die Gewinne G 2 und G* , nämlich : 

g 2 = & und j, = |* 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 3. 30 
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Demnach ist der Werth der Erwartung für A x in Beziehung anfalle die Gewinne: 

n ' n l n 
Dieses führt zur Bestimmung des Werths der Erwartung für jeden andern Treu- 
nehmer. Es ist also der Werth der Erwartung für den Theilnehmer A k : 

15. Ä Ä = 5l-l£j-Ä. 
n l n ' n 

Man gelangt demnach sofort zu dem Schlüsse, dafs auch in dem vorliegenden Fall 

der Werth der Erwartung für alle Theilnehmer vor der Verloosung gleich ist. 

Daran knüpft sich die weitere Bemerkung, dafs auch hier die Ordnung, in 

welcher die Theilnehmer zum Loosen gelangen, gleichgültig ist. 

Die angegebene Entwicklungsweise ist, wie sich aus dem Gesagten leicht 
ergiebt, allgemein, und bleibt unverändert dieselbe, wenn es auf die Vertheilnng 
von vier und mehreren Gewinnen unter n Personen ankommt. 

Sind daher die Gewinne 6 ? n 6? 2 , 6? 3 , . . . % G r unter n Personen auf 

die obige Art durchs Loos zu vertheilen , und fragt man nach dem Werth der 

Erwartung für die einzelnen Theilnehmer vor der Verloosung, so ergiebt sich 

für jeden: 

16. E = G t + G i+ G 3 ••*»,- . 

n ' 

wo r nicht gröfser als n sein kann. In der vorstehenden Gleichung liegt anch 

folgender Satz. 

17. Wenn r Gewinne unter n Personen durchs Loos vertheilt werden sol- 
len, so ist die Ordnung, in welcher die einzelnen Spieler zum Loosen 
gelangen, ganz gleichgültig. Denn der Werth der Erwartung bleibt nach 
(16.) unverändert, welche Ordnung auch gewählt werden mag. 

Die gleichen Gesetze gelten bei Vertheilung von Lasten durch das Loos. 
Die9 beweiset, dafs das Verfahren, welches gewöhnlich bei Vertheilung von 
Gewinnen oder Lasten durch das Loos angewendet wird , ganz im Rechte be- 
gründet ist. Man ist dabei einem natürlichen Gefühle gefolgt nnd richtig 
verfahren, ohne sich der Gründe klar bewufst zu sein : denn die vorstehenden 
Sätze sind, so viel mir bekannt, noch nirgend mathematisch bewiesen worden. 
Sie sind aber die Haupt- Grundlage für die Lehre von dem Werthe der Er- 
wartung; denn gerade die Berechnung der durchschnittlichen Werthe von n 
hoffenden Gütern gründet sich ganz auf die hier entwickelten Sätze, und es 
ist nicht möglich, die Gröfse der mathematischen Hoffnung für irgend einen 
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Theilnehmer zu ermitteln, wenn nicht eine bestimmte Ordnung festgesetzt ist, 
oder bevor man nicht erwiesen hat, dafs die Ordnung bei der Verloosung 
gleichgültig ist. 

Wenn mehrere der zu vertheilenden Gewinne einander gleich sind, 
tadern sich die obigen Sätze nicht. Die Gleichung (16.) geht in folgende Ober: 

18 g _ y 1 G l +p t G t +p,G 8 ....-fp r G r > 

n y 

wobei die Bedingung />i-f-/**-f Ps» • • -Pr^-** Statt findet. Sind Ar Ziehungen 
gemacht, ohne dafs ein Gewinn erschienen war, so ändert sich natürlich der 
Werth der Erwartung für die übrigen Theilnehmer und es ist für diesen Fall 
aus (18.): 

19 E = Pi fi< ^ Pt G% ^ p * G> ' ' " ^ PrGr 

n — k 

Hier ist />i+/>2+/>3+ +/>'<; n ~ k - 

Verschiedene Arten sind denkbar, Gewinne und Lasten durch das Loos 
zu vertheilen. Wir wollen folgende hervorheben. 

a. In eine Urne werden so viele verschiedene Nummern gelegt, als 
Theilnehmer vorhanden sind: in eine zweite Urne so viele Blättchen oder 
Zettel, als Gewinne vertheilt werden sollen. Auf jedem Blättchen ist ein be- 
stimmter Gewinn verzeichnet Ist die Zahl der Gewinne kleiner als die Zahl 
der Theilnehmer, so werden so viele unbezeichnete oder mit bezeichnete 
Blättchen (Nieten) hinzugethan, bis die Zahl der Theilnehmer erfüllt ist. Die 
Blättchen können zur Vorsicht verschlossen in die Urne getban werden. Dar- 
auf wird aus jeder Urne je ein Blättchen gleichzeitig gezogen, die Zahl und 
der zugehörige Treffer oder die Niete wird gelesen, und so fortgefahren, bis 
aus beiden Urnen alle Blättchen gezogen sind. 

b. Man bezeichnet auf verschiedene Blättchen der Reihe nach die zu 
vertheilenden Gewinne und legt die Blättchen verschlossen in die Urne, und 
80 viele Nieten hinzu, bis die Zahl der Theilnehmer ergänzt ist. Nun werden 
der Reihe nach die Nummern, welche die Theilnehmer vertreten, ausgerufen, 
und bei oder vor jedem Aufrufe wird ein Blättohen aus der Urne gezogen 
nnd im letzten Falle geöffnet, wenn die Nummer gerufen ist Das Verfahren 
wird forlgesetzt, bis alle Blättohen gezogen sind. 

c. Man bringt in eine Urne, verschlossen, alle Nummern, welche die 
Theilnehmer vertreten. In eine zweite Urne legt man so viele Blättchen als Qe~ 
winne vertheilt werden sollen, mit den darauf verzeichneten Gewinnen; gleich- 

30* 
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falls verschlossen. Nun zieht man aus jeder Urne gleichzeitig ein Blattchen, 
lieset die Nummer und den dazu gehörigen Gewinn ab , und fährt so fort, 
bis alle Treffer gezogen sind und dadurch das Loos sämmtlicher Theilnehmer 
entschieden ist. 

d. Man bringt in eine Urne, verschlossen, alle Nummern, welche die 
Theilnehmer vertreten, ruft in einer bestimmten, oder in jeder beliebigen 
Ordnung, sämmtliche Treffer aus, und zieht gleichzeitig mit jedem Treffer eine 
Nummer, wodurch das Loos der Theilnehmer allmälig entschieden, wird. 

Bei allen diesen Arten wird vorausgesetzt, dafs die in der Urne ent- 
haltenen Blättchen wohl gemengt und bei jeder Ziehung durch einander ge- 
rüttelt werden, und dafs natürlich überall rechtlich und gewissenhaft verfah- 
ren werde. 

Die erste Art schützt wohl am meisten gegen Betrug; besonders wenn 
gleichzeitig aus beiden Urnen Nummern gezogen werden und die BlSttchen 
verschlossen in der Urne liegen. Diese Methode hat in sich selbst ihre Controle. 

Die Rechtlichkeit der drei letzten Methoden gründet sich darauf, dafs 
bei dem Ziehen der Nummern aus einer Urne (nach der Lehre der Ver- 
setzungen, welche hier Anwendung findet) jede Zahl auf jeder einzelnen 
Stelle gleichvielmal erscheint; wodurch also die Ansprüche eines jeden Theil- 
nehmers gesichert sind. Die beiden letzten Methoden ersparen bei einer grofsen 
Anzahl von Loosen viel Zeit. 

Diese Sätze hier stimmen mit denen (§. 5. und 6.) überein, und die 
hier und dort gefundenen ergänzen sich gegenseitig; denn mit den dort be- 
trachteten Fällen kann das Vertheilen von Gewinnen und also ein bestimmter 
Werth der Erwartung verbunden sein. 

§. 37. 
* Personen^, J 2 , -4 3 , .... A n trachten, in der genannten Reihen- 
folge und jeder mit einer besondern Wahrscheinlichkeit, ein Ereignifs herbei- 
zuführen, mit dessen Eintreffen ein Gewinn verbunden ist; nnd zwar A t mit 
der Wahrscheinlichkeit a des Gelingens im einzelnen Fall, des Mifslingens 
<*=?=1— a in q auf einander folgenden Versuchen; A 2 mit einer Wahrschein- 
lichkeit des Gelingens b im einzelnen Falle und des Mifslingens /9 = i— b in 
r Versuchen.,, u. & w., A n mit einer Wahrscheinlichkeit n des Gelingens und 
des Mifslingeüö y =l--n in z Versuchen. Gewinnt der Theilnehmer A t ein- 
mal, »so erhält er den Gewinn fi^, A* den Gewinn £ 2 , u. s; w., A H den Ge- 
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winn G n . Jeder Theilnehmer tritt pmal in die Reihe, wenn nicht durch Er- 
scheinen eines Gewinnes die Versuche beendet werden. Wie grofs ist der 
Werth deir Erwartung für jeden einzelnen Theilnehmer? 

Der Theilnehmer A x kann entweder gerade im ersten , oder im zweiten, 
oder im dritten u. s. w., oder im yteri Versuche in der ersten, zweiten, oder 
dritten u. s. w., oder in der plen Reihenfolge gewinnen. In jedem einzelnen 
Falle erhält er G x . Die Möglichkeit gerade im zweiten, dritten Versuche u. s. w., 
nnd Oberhaupt in einem spätem Versuche als dem ersten zu gewinnen, setzt 
voraus, dafs in keinem der vorhergehenden Versuche ein Gewinn erlangt wurde. 
Demnach ist der Werth der Erwartung für A t in Reziehung auf die Versuche 
der ersten Reihenfolge (6. §. 35.) : 

Der Werth der Erwartung für A x in Reziehung auf die Versuche der zweiten 
Reihenfolge ist 

E ii2 = ofiß'f.. . . v*( a -f-aa-f« 2 a-f . . . . a^ l a)G x 
= a*/* r ;'\...f r (l — ^)G k . 

Der Werth der Erwartung für A t in Reziehung auf die Versuche der dritten 
Reihenfolge ist 

jß 1>3 = cFßPy 1 '.. . . v u (a-{- aa-\-a 2 a-\- .... <z < >- l a)G l 
= a 2 *ß ir f*....v u (\ — a ( >)G i , 

u. s. w. Der Werth der Erwartung in Reziehung auf die Versuche der pten 
Reihenfolge ist 

E ljP = «(p- 1 */^!)^-!)« .... j^-D^,,-}. aa -f a 2 a-\- . . . . a<*- l ä)G 1 
z=(a*ßy....v*Y- t (l — cfl)G l . 

Werden diese Werthe vereinigt, so ergiebt sich für den Werth der Erwar- 
tung von A x in Reziehung auf simmtliche Reihenfolgen : 

i. El = \- {a Z r r' v T ^-^ q )G, 

Auf ganz gleiche Weise ergiebt sich der Werth der Erwartung für 4z, wenn 
man erwfigt, dafs q Versuche dem Eintritt in die erste, 2q-\-r-\-8-\ r ....-\-z 
Versuche dem in die zweite u. s. w., endlich /fry-f(/ , '"~i)( r ~f *"}"•••• n ) dem 
Eintritt in die /rte Reihenfolge vorausgegangen sein müssen. Demnach ist der 
Werth der Erwartung von A 2 : 
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2. E* = a%l — ß r )G t 

-\-a i iß r y'....v z (l-ß r )G 2 
■\-c?i(P r f....t^(\ — ß r )G 1 

+ 

-f- arnß'y' .... v'y- 1 (1 — ßr)G 2 

= a ( 1 -P>l- a <>p r >....v< <** 

Setzt man diese Schlnfsweise fort, so ergiebt sich für den Wertb der Er- 
wartung von A 3 : 

u. s. w. Der für J„ ist 

4. *. = «'/> r y»»^(i-y) li ( ^;;;;^ -g.» 

Ist /? eine ziemlich grofse Zahl, oder werden die Reihenfolgen ins Unbestimmte 
fortgeführt, so kann (ai^y* — y*) p , als sehr klein, vernachlässigt werden. In 
diesem Fall gehen die Ausdrücke (1. bis 4.) in folgende Ober: 

E - - P—q !-..£■.... . 

* = ■y--«'' l .4.... f - 

Vergleicht man die Werthe der Erwartungen für eine beschränkte (1. bis 4.) 
oder für eine unbeschränkte Reihenfolge (5.) mit einander, so ergiebt sich 
folgender Ausdruck: 

6. E i: E 2 :E 3 :....E n 

= (1 — tf^ra«^-/^©^ 

und man wird auf ein beständiges Verhältnils der Werthe der Erwartungen der 
einzelnen Treunehmer für beschränkte und unbeschränkte Reihenfolgen geführt. 
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Sind die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Theilnehmer, Gewinne und 

Zahl der Versuche, gleich grofs, so dafs « = i 1 = c = a = ß=y = 

G = G t = G 2 = 6? 3 . . . . und q = r = s = . . . . ist, so gehen die Gleichun- 
gen (1. bis 4.) in eine andere Form über, die allgemein 

7. E t = a^"(i-a")t=^..G 

ist. Das Verhaltnifs der Werthe der Erwartungen für die einzelnen Theil- 
nehmer wird dann 

8. E l :E 2 :E z :....E n = 1 : tf: a^ : a 3 *. .. . a*- 1 *. 

Ist 9=1, so ergiebt sich aus (7.) die Formel 

9. Et = <j«*-'l=^.6?. 

1 — a n 

Das Verhfiltnifs der Werthe der Erwartungen wird dann 

10. E l :E 2 :E i :E 4 : E n = 1 : a : a 2 : a 3 . . . . a n "\ 

Diese Werthe stehen zu einander in dem Verhaltnisse der Glieder einer geo- 
metrischen Proportion, deren erstes Glied die Einheit und deren Exponent die 
dem Eintreffen des Ereignisses ungünstige Wahrscheinlichkeit ist. Diese Werthe 
nehmen ab. Die Gleichung (10.) gilt unter der Bedingung, dafs die Wahr- 
scheinlichkeit, im einzelnen Falle zu gewinnen, für jeden Theilnehmer unver- 
ändert dieselbe bleibt. 

Die Vergleichung der in diesem und dem vorigen Paragraphen er- 
langten Resultate zeigt, dafs die Ordnung, in welcher die Theilnehmer zum 
Loosen gelangen, bei den in (10.) ausgedrückten Bedingungen durchaus nicht 
gleichgültig ist, und dafs die früher eintretenden Theilnehmer vor den spater 
eintretenden im Vortheil sind. Die Satze (§. 36.) gründen sich darauf, dafs 
die Wahrscheinlichkeiten der Theilnehmer, wenn sie zum Loosen gelangen, 
veränderlich sind, wahrend die Wahrscheinlichkeit für den einzelnen Theilnehmer 
bei (10.) unverändert bleibt. 

Die hier gefundenen Resultate lassen sich noch anderweitig untersuchen, 
und man kann fragen: wie müssen die Wahrscheinlichkeiten, oder wie die Zahl 
der Versuche, oder wie die ausgesetzten Gewinne beschaffen sein, damit die 
Werthe der Erwartungen für die einzelnen Theilnehmer gleich sind. Läfst 
man die Zahl der Versuche und die Wahrscheinlichkeiten unverändert un<j be- 
stimmt die Gröfse der Gewinne, um gleiche Erwartungswerthe zu haben, 00 ist 



240- M. Öttinger, Untersuchungen über die Wa/irscheinlichkeitsrechnung. 
r *— a<? r< 

/»•_ l—ß r ri __J— «!_ /» 

G = i ~ a>r C = 1— <? r __ (1-a^G, 

" «r(l— »*) " _1 /J r y\-- wy ( 1 — v ") a"»/? r y*....ft)9(l— »*)' 

Läfst man die Wahrscheinlichkeiten und Gewinne unverändert, so er- 
geben sich aus (1. bis 4.) folgende Bestimmungen für die Zahl der Versuche, 
um gleiche Erwartungswerthe zu erlangen: 

r ~~ log/* 



12. 






log/ ' 

logtf ! 



Bleiben die Zahl der Versuche und die Gewinne unverändert, so erge- 
ben sich folgende Wahrscheinlichkeiten für die einzelnen Theilnehmer, um zu 
gleichen Erwartungswerthen zu gelangen: 

13- ,-fcätjjj-aÄ), ^(ö^m), «.(^a^üaj 

u.s.w. Die Gleichungen (13.) werden einfacher, wenn G = G 1 = G 2 = G i 
= . . . . gesetzt wird. Alsdann ist 

» — ^ w _i)«9_ w +2/ — r\(«-2)/» r -»+3/~ r v^r-3)y~«+4/ 



14. 



4fc fotinfr, VhUrwchungm Mir die W<ü**chciklkH*it9*t&mun§. 24t 

Wirihier f = r = #===... . = 1 und «=*=£-— gesetzt, so sind die Wahr- 
scheinlichkeiten a, ä, c, ....* welche den einzelnen Theilnehmern der Reibe 
nach angeboren, am gleiche Erwartungswerthe su erlangen» 

Dieses Ergebnifs fahrt auf die VorausseUungen, von welchen wir in (§. 36,) 
ausgingen und bestätigt die Richtigkeit der in beiden Paragraphen gefundenen 
Resultate. Eine diesen Gegenstand näher untersuchende Abhandlung findet sich 
|m 2ten Bande der Abhandlungen der mathematisch - physikalischen Classe der 
Kftniglfch-Bairischen Akademie. München 1837. 

$.38. 

Das Vertheilen der Gewinne durchs Loos setzt Beitrage der TheilneL- 
mer voraus, aus welchen die Gewinne genommen werden« Di* Beitrage, durch 
welche man das Recht der Theilnahme an der Verloosung erlangt, sind nach 
der Natur des besondern Falles entweder gleich, oder verschieden: letzteres 
wenn sie ein Act der Willkar sind; wie bei vielen Spielen. Die Beitrage 
keiften Einlage, oder auch Einsatz. 

Die Einlage kann von den Theilnehmern vor der Verloosung erhoben 
werden, wie bei Lotterien aller Art, bei manchen Glücksspielen u. s. w., oder 
sie kann auch auf gegenseitige Verabredung bestimmt und erst flach der Ent- 
sdtfMdang erhoben werden. Im ersten Falle tritt ein Staat, eine Gesellschaft, 
oder eine einzelne Person, unter Gewahrleistung, den Theilnehmern gegenüber; 
im aweiten Falle vereinigen sich awei oder mehrere Personen, unter gegen- 
seitiger Verpflichtung, im Falle des Verlierens die bedungene Summe aus- 
suiahlen; wie bei Wetten, bei Unterhaltung*- und Gesellschaftsspielen u. s. w. 

In allen diesen Fallen mufs der Werth der Einlage auf einer richtigen 
Grundlage beruhen. Dies wird dann der Fall sein, wenn der einsehe Theil- 
mhmer durchschnittlich so viel Gewinn an hoffen hat, als er beitragt. 

Daraus ergiebt sich folgender hierher gehörige Grundsati: 
1. Die Einlage mufs dem Werthe der Erwartung gleich sein; und um- 
gekehrt. 

Bezeichnen wir die Gröfse der Einlage durch B, so lafst sich der 
Sata durch 

8* B » E 

CrtUt'a J«m*l t d. M . Bd. XXXVI. Hell 3. 31 
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ausdrücken. Wird damit der Satz (2. §.35.) verbunden, so erhalt man 

3. B = wG == 2^; 

9- 

wo m die Zahl der günstigen und 9 die aller möglichen Fälle bezeichnet. 

Der Werth der Einlage bangt also von dem zn erlangenden Gewinn 
und der Wahrscheinlichkeit ihn zu treffen ab. Wenden wir Jetzt den Satz (&) 
auf verschiedene Falle an, so ergiebt sich die Vergleichnng 

4. B L :B 2 = w l G l :w 2 G 2 . 

Die Einlagen zweier Personen stehen demnach zn einender in zusammenge- 
setztem Verhältnisse der zu erwartenden Gewinne und der Wahrscheinlichkeiten, 
sie zn erlangen. Haben die Wahrscheinlichkeiten u> % und w % gleiche Nenner, 
so fallen dieselben ans der Vergleichung weg. Bezeichnet man die Zahler 
durch m t und jw 2 , so geht (4.) in 

5. B V \B X == m^G^m^G^ aber 
Diese Satze lassen sich leicht ins Allgemeine ausdehnen, und es ist 
6. j9 t :A 2 :0 s : . . . B m = w i G l :w % G 7 :w z G z ....w n G n 

= 9ft 1 6r 1 :m 2 6r2:fft3&3 . . . . #i„fijo 
7. B k :B l -\-B 2 -\- Bf. .. Ä^-f B k + X .... B H 

— w k G k iw l G l ^ r w 2 G 2 ^ ^4-1^-1+^+1^1 *>* G * 

— m k G k :m l G l '\ r m 2 G 2 '\- . . . . rojuiGw-f m k+1 G k +i .... m m G m 

8. B k .J!^B m = w k G k :JS^w a G n = m k G k :X£m n G m . 

Vereinigen sich zwei Personen zum Spiele * so verlangt die Billigkeit, 
daft der Werth ihrer Erwartung vor dem Beginne des Spiels gleich sei. Hier- 
aus ergiebt sich leicht der Satz (2. §. 35.), nemlich 

9. u>iGi = w 2 G 7 . 
Dieser Satz labt sich leicht weiter ausdehnen und es ist 

10. 1*16*! =* w % G t = WjGi ^z .... w n G n . 

Der Satz (9.) gilt auch noch, wenn eine von beiden Personen als Represen- 
tant von mehreren Thellnehmern betrachtet wird. Die Betrachtungs-Art wird 
dadurch nicht geändert. Es ist ans (9.) 

11, w x Gi = (t^-f «**+**«+ • • • • + *>*)Gf 
Aus (10.) folgt 

;12, G k :G h = w k :w k = m h :m k , 
wenn die Wahrscheinlichkeiten w h und w k gleiche Nenner haben und m h und *k 
deren Zahler bezeichnen, bt in der Gleichung (8.) B t = ft = 0* . . ... == M 
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M geht sie in folgende über: % 

13. l:n = w k G k :2^w n G n = m k G k :2~m n G m . 

Es giebt Falle 9 auf welche der Sets (12.) keine Anwendung findet; 
namentlich, wo eine bestimmte Reihenfolge eingehalten wird, mit welcher ein 
bestimmter Vortheil verbunden ist. Da aber dieser Vortheil der Reihe nach 
an Jeden kommt, so gleicht er sich wieder aus, und es bleibt den einzelnen 
Personen fiberlassen, ob sie unter solchen Verhaltnissen in eine derartige Ver- 
bindung treten wollen. Bei Spielen mit Spielhaltern (Banquiers) ist dies auch 
der Fall. Es kann dies die Richtigkeit öbigdr Satze nicht entkräften. 

Aus der Gleichung (3.) ergiebt sich leicht 

14. 6? = £ = 3jÄ. 
w m 

Diese Gleichung zeigt, wie aus der Einlage und der Wahrscheinlichkeit zu 

gewinnen die Gröfse des zu erlangenden Gewinnes abgeleitet werden kann. 

Statt der Wahrscheinlichkeit kann auch das Verhaltnifs zwischen der Zahl der 

günstigen Falle und der aller möglichen Falle gegeben sein. Ferner ergiebt 

sich hieraus 

15. B:G = m:q = w:\. 

Die Einlage verhalt sich also zum Gewinne, wie die Zahl der günstigen Falle 

zur Zahl der möglichen, oder wie die zugehörige Wahrscheinlichkeit zur Einheit. 

Spielen zwei Personen, deren eine vor dem Beginn des Spieles eine 
Einlage macht, die andere nach der Entscheidung den Gewinn auszuzahlen 
hat, so wird die Gröfse der auszuzahlenden Summe durch (14. oder 15.) bestimmt. 

Ana (3.) ergiebt sieh endlich auch die Gleichung 

16. w = |r- 

Sie zeigt, wie aus der Einlage und dem zu erwartenden Gewinne die zuge- 
hörige Wahrscheinlichkeit gefunden wird. 

§. 39. 
Sind die Einlagen gemacht und erfolgt nun die VertheHung der Gewinne 
durch das Loos, so wird dem Gewinner die ihm gehörige Summe zugestellt 
In dieser Summe ist die Einlage mitbegriffen Zieht man die Einlage von 
der erhaltenen oder zn erlangenden Summe ab, so erhalt man eine Gröfse, 
die wir „reinen Gewinn" nennen und durch R bezeichnen wollen. Dies giebt 
die Gleichung. 

i. n *= e— b. 

31* 
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Ist R eine positive Gröfre, so gilt die Gleichung jp der vorstehenden ?onn 
und bezeichnet einen VortbeiL Wird .aber der Werth tob Jt negatir, so ist 

2- Ä = £-«?, 
welches auf NaehtheU deutet. Wird A^O, so ist 

3. « G— B oder *= Ä 

Es findet dann weder Yorlheil noch NaehtheU Statt. Führen wir ans (3. $• 38.) 
den Werth für B in (1.) ein, so erhalten wir die Gleichung 

4. R = G-wG = (l-m)C. 

Da nun 1— 1& die dem Eintreffen eines Ereignisses entgegengesetzte Wahr- 
scheinlichkeit (5. §. 3.) bedeutet, so ergiebt sich, wenn wir dieselbe durch 
I*! bezeichnen, ans (4.): 

5. R = tfjft 

Die Gröfse des zu erwartenden reinen Gewinnes wird demnach durch das 
Product aus dem Gesammtgewinne G in die dem Eintreffen des bezüglichen 
Ereignisses entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit bestimmt. 

Zerlegen wir nun die dem Eintreffen eines Ereignisses entgegengesetzte 
Wahrscheinlichkeit in ihre Bestandteile und nennen die Zahl der ungünstigen 
Falle n, die Zahl aller möglichen F&lle, wiei in (3. §. 38.), q> so gebt (5.) in 

6. R **= -.0 

V 
oder in 

7. R:G *= itty =* w x :i Aber. 

Der reine Gewinn verhalt sldi also zum Gesammtgewinne, wie die Zahl der dem 

Eintreffen des Ereignisses ungMstigeu Falle zu der Zahl aller möglichen Fülle., 

oder wie die dem Eintreffen ungünstige Wahrscheinlichkeit zur Einheit 

Aus (5. und 6.) ergiebt sich folgende Zusammenstellung: 

8. Rt'.Ri = w 2 G l xw l G 2 = nG i :mG 2 . 

Wird der Werth von G aus (14. §. 38.) in (1.) gesetzt, so erhält man 

9. R = *-B = ±=^B = ^B = ±B. 

w tr w m 

Hier bezeichnet u> die günstig* und w t die entgegengesetzte Wahrscheinlich- 
keit, oi die Anzahl des günstigen, n die der ungünstigen Fülle. Es folgt daraus 

10. RaB = t* a :t» = mm. 
Die Ausdrücke (9. und 10.) zeigen den Zusammenhang zwischen der Einlage 
un4 den reiara Gewinn* der günstigen und der ungünstigen Wahrscheinlich- 
keit. Nach (10.) verhält sich der reine Gewinn zur Einlage, wie die ungüs*» 
stige zur günstigen Wahrscheinlichkeit, oder wie die Zahl der günstigen zu der 



der nagfliitdgen Fitte. Am (&. awl Ä.) «rgieft «lab 



11. «* =s 
Aas (10.) ergiebt sich 



11. 6 — iL . A.A. 

10, H 



ia. b = — = — . 

Hieraus läfrt sich die Gröfse der Einlage für einen bestimmten reinen Gewinn 
ableiten. 

Wenn swel Personen A t , A 2 mit den beriehlichen Wahrscheinlichkeiten 
w x und ip 2 , die sich cur Einheit ergänzen, keine Einlage machen, sondert 
sich gegenseitig verpflichten, den reinen Gewinn einander nach der Entschei- 
dung auszuzahlen, so ergiebt sich leicht der Sata, dafs die in erwartenden 
reinen Gewinne umgekehrt sieh verhalten wie die Wahrscheinlichkeiten, die Ge- 
winne au erlangen, oder umgekehrt wie die Zahl der ratsprechenden günstigen 
Fälle; denn es Ist billig, daft eine desto gröbere Summe an den Gegner ent- 
richtet werde, je kleiner die Zahl der dem Gegner günstigen Fälle ist, und 
dafs umgekehrt der Gegner eine um so geringere Summe nable, je häufiger 
die Gelegenheit zu verlieren vorkommt. Bezeichnet man die reinen Gewinne 
durch Jt|, Äj und die Zahl der günstigen Fälle durch m u m,, 30 ergiebt sich 

13. R x xk% = w 2 :w i = m*:**!. 
Dieser Sata fällt mit dem in (10.) zusammen, wenn man letztern auf den vor- 
liegenden speciellen Fall anwendet. Es wird die Einlage, welche A % zu zahlen 
bat, Wrtn reinen Gewinn filr J,; und umgekehrt Dies rechtfertigt zugleich die 
Schlüsse oben In (18.). 

Bei Lotterien, Spielen u. dergl. wird gegen eine bestimmte Einlage B 
im glücklichen Falle ein bestimmter Gewinn 8 ausgezahlt. Die Gröfse dieses 
Gewinnes ist tu (14. $. 88.) angegeben. Vergleicht man diesen Gewinn mit 
der ausgezahlten Summe, so ergiebt sich 

14. V*=±-S. 

w 

I0I *— gröfser als 8, so ergiebt sich ein Abzug ftr den Gewinner oder ein 
Vortheil für den Unternehmer der Lotterie oder den Spielbalter, folglich ein 
Nachtheil fftr den Gewinner, bt 8 gröfser als — , «o ist der Gewinner im 

Vortheil. Ist — gröfser als 8, so läfst sich ans (14.) die Gröfse des Vor- 
teils P für den Unternehmer bestimmen. Zu dem Ende ist die Gleichung (14.) 
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durch (14. §• 88.) iu dividiren. Demnach ist 

15. P=1_J^=1_2^. 

Hier ist die Gröfse des Vortheils als Theil der Einheit angegeben. Führt man 
sie anf 100 zurück, so erhalt man sie in ProeetUen ausgedruckt. Es ist 

16. P = lOO(l-^p)* 

Einfacher werden diese Bestimmungen , wenn man die Einlage/* auch 
als Einheit annimmt Dann geht (15. und 16.) Ober in 

17. P = 1— wS und 
ia P = 100(l~t*S). 
Der muthmaftUcheVortheil, der auf Jemandes Seite ftllt, kann auf folgende 
Weise bestimmt werden. Die Einlage sei, wie bisher, Bj die für das Ge- 
winnen bestimmte Summe sei tB; die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen sei w. 
Nach (2. §. 35.) ist der Werth der Erwartung oder der muthmafsKche Gewinn 
wtB. Der hieraus erwachsende Vortheil ist 

19. V = wtB — B. 

In diesem Falle mufs wtB grOfser als B f oder wt gröfser als die Einheit 
sein. Ein Nachtheil entsteht, wenn 

20. JV = B — wtB 

eine positive Gröfse, oder wenn die Einlage gröfser ist als wtB oder ab 
der Werth des muthmafslichen Gewinnes. Weder Nachtheil noch Vortheil findet 
Statt, wenn 

21. = B — wtB ist. 
Der Vortheil zwischen zwei Personen A t und A 2 kann auch durch die 
GrObe des reinen Gewinnes bestimmt werden. Betragt der reine Gewinn Yen 
A t das k x fache der Einlage B und der von A t das Anfache derselben Ein- 
lage, und sind die Wahrscheinlichkeiten, diese Gewinne zu erlangen, w t und ie 2 ? 
so ist der muthmafsliche Gewinn voa A k = w t k x B, der von A % = w 2 k*B 
und es findet auf keiner Seite Vortheil Statt, wenn 

22. w&B—w&B = 
ist. Der Vortheil für A x wird durch 

23. V k = w i k i B — w 2 k 2 B, 
der Vortheil für A 2 durch 

24. V^^w^B—WtktB 
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ausgedrückt Ergeben «ich negative Werthe, so geht der Vortheil in Nach- 
theU Aber. 

Anf gleiche Weise ergeben sich diese Bestimmungen, wenn der Ge- 
aammtgewinn su Grand gelegt wird. Bezeichnet man dieselben durch S t and 
S», 00 ist der Vortheil fttr A t : 

25. V t ss w % S t — w 2 Sti 
nnd der Vortheil fttr A 2 : 

26. F 2 = w 2 S 2 — w t S k . 

Die Gleichnngen (25. nnd 26.) gelten auch, wenn S x =^8 2 ^ oder wenn 
*>i+*>2<Cl ist; wie es bei der relativen Wahrscheinlichkeit vorkommt. Setzt 

man nämlich 1^ = ^ nnd 11^ = ^, so dafii m^m^K^q ist, so deutet m t 

die Zahl der fttr A t und m* die Zahl der fttr A* günstigen Falle an. Kämen 
nur s»t-f- m * F*H** i& welchen der Gewinn entschieden wird, in Betracht, so 

w«re der Werft der Erwartung = — ?* — .S t fttr A g und = — ^ — •&* fttr ^ . 

Es kommen aber q Falle in Betracht, unter welchen nur rni-f**i die Eni- 
Scheidung geben. Man hat daher die Entscheidung von »ii-f *&* auf q Fälle 

au Obertragen. Der Gewinn wird also in beiden Fällen nur m% **** mal vor- 
kommen. Demnach ist der für .*4 & xu erwartende Gewinn 





p, = 


Ml-t-W, 




« = 


ff 


$, 


der Gewinn fttr A^ 


1 aber 














P,= 




7 


Ä = 


9 


S». 


Also ist der Vorthefl fttr ^ 


L: 












27. 


Fi = 


■ ^». 


— .2«. 



Ä„ 




und fttr ils*. 






» 


1» 








28. 


F 2 = 


•?•*■ 


9 


>Äf 





Die Gleichungen (25. and 27., 26. und 28.) stimmen aberein. 

§. 40. 
Die in den beiden vorigen Paragraphen verzeichneten Gleichnngen sind 
vielfacher Anwendungen fifthig. Der Verdeutlichung wegen, und um dies an 
zeigen, sollen hier einige besondere Falle erörtert werden. 
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Zwei Personen A k und A* spMen mit einander roß drä Würfeln. Äg 
übernimmt gegenüber von A u jede Nummer, die geworfen werden wird, mit 
der gehörigen, Summe zu besetzen. A^ darf irgend eine oder mehrere aus- 
wählen , die er jede mit einer bestimmten Summe besetzt. Wird eine ronA 
besetzte Nummer geworfen, so gewinnt J,, undif t mufs den darauf geordneten 
Gewinn zahlen. Wird die von A % besetzte Nummer nicht geworfen, so er- 
halt A t die von Ai ausgesetzte Summe. Welches ist die Grobe des jeder 
Nummer zugeordneten Gesammtgewinnes oder des reinen Gewinnes? 

Die Nummern, welche mit den Würfeln geworfen werden können, sind 
3, .4» 5, ....18. Die Wahrscheinlichkeiten für das Erscheinen dieser Zahlen 
ergeben sich aus (1. §• 13.). Daraus findet sich die Zahl der Fülle, wie oft 
diese Nummern geworfen werden können. Nun können die Einlagen auf jede 
Zahl beliebig gemacht werden. Wir nehmen zwei Fülle an. In dem einen 
soll die Einlage der Zahl der günstigen Fülle gleich sein, im andern die Ein-* 
halt als Einlage auf jede Nummer gelten. Bei Bestimmung des Gesammtge- 
winnes kommt die Gleichung (14. §. 38.), bei der des reinen Gewinnes die 
Gleichung (9. §.39.) zur Anwendung. Daraus ergeben sich folgende Tafeln: 



, Nummer 


3 


4 


5 


6 


7 


8 





10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


Zahl der Würfe 


1 


3 


6 


10 


15 


Ül 


35 


27 


27 


25 


21 


15 


10 


6 


S 


1 


Gröfse der Einlage 


1 


3 


6 


10 


15 


21 


25 


27 


27 


25 


21 


15 


10 


6 


3 


1 


Gewinn samml Einlage 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


Reiner Gewinn, . . 


215 


213 


210 


206 


201 


195 


19) 


18» 


169 


191 


195 


201 


206 


206 


«3 


215 



2. Nummer 


3 


4 


5 


5 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


Zahl der Werlbe . . 


1 


3 


6 


10 


15 


21 


25 


27 


27 


25 


21 


15 


10 


6 


3 


1 


Gröfse der Einlage 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


I 


1 


1 


1 


Gewinn nebst Einlage 


216 


72 


36 


m 


14| 


10» 


8» 


8 


8 


8« 


10* 


14* 


214 


36 


72 


216 


Reiner Gewinn . . . 


215 


71 


35 


204 


13* 


9» 


*lf 


7 


7 


7« 


9* 


13| 


20$ 


35 


71 


215 



Diese Tafeln gelten für zwei Spieler unter den obigen Bedingungen. 
Dabei kann eine und dieselbe Person mehrere Gegner haben; wie die Spiel- 
halter oder die sogenannten Banken. Jede Person ist mit dem Spielhalter 
zusammen ein für sich bestehendes Paar. Sollte nun Jemand die Nnmmert 
8, 9, 10, 11, 12, 13 ab fAr sich gewinnend ansprechen, so hatte er ab retten 
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Gewinn ^f der Einlage zu erwarten; wie sich ans (9. §. 38.) ergiebt. Zu 
demselben Resultat führt (14. §. 38.). 

Zufolge der beiden obigen Tafeln hat keiner der beiden Gegner einen 
Vortheil vor dem andern. Dies ist aber bei Banken nicht der Fall, sondern 
ihre Einrichtung ist gewöhnlich so, dafs ein Vortheil auf die Seite des Unter- 
nehmers fällt; und dieser Vortheil ist oft ziemlich bedeutend; wie z. B. bei den 
Wflrf eltischen, die man zu Zeiten auf den Märkten oder Messen sieht. Als 
Erläuterung mag die Einrichtung des Lottospiels dienen. 

Nach dem Königl. Baierischen Lottokalender vom Jahre 1839 wird die 
Einlage dem Gewinner 

15 mal für einen unbestimmten Auszug, 
75 - - bestimmten Auszug, 

270 - - eine unbestimmte Ambe, 
5100 - bestimmte Ambe, 

5400 - - - Terne, 
60000 - - Quaterne 

ausgezahlt. Die Wahrscheinlichkeiten, einen Auszug, eine Ambe, Terne und 
Quaterne zu treffen, ergeben sich, wenn in der Gleichung (1. §. 5.) statt p k , 
/? 2 , ffti und nh allmölig ihre Werthe gesetzt werden. Sie sind der Reihe nach 
^ ^fci irfr?' ttiWv Die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Auszug 
zu treffen, ist ^, die eine bestimmte Ambe zu treffen 309 = Wnr« Nach 
(14. §. 38.) sollte die Einlage dem Gewinner 

18 mal für einen unbestimmten Auszug, 
90 - - bestimmten Auszug, 

400} - - eine unbestimmte Ambe, 
8010 - - bestimmte Ambe, 

11748 - - - Terne, 
511038 - - Quaterne 

ausgezahlt werden; statt nach dem obigen Schema. Die Bank des Königl. 
Baierischen Lottospiels hat also nach (17. §. 39.) folgenden Gewinn: 
Von einem unbestimmten Auszug 1— -M = 0,1666...., 
bestimmten Auszug 1 — fö = 0,1666...., 
- einer unbestimmten Ambe 1— ^r = 0,32584...., 

- bestimmten Ambe . 1- UH = 0,36329...., 

- Terne 1- tWÄ = 0,54034...., 

- Quaterne .... l-^WA = 0,88259....; 
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wenn die Einlage zur Einheit angenommen wird. Sie hat also von allen Ein- 
lagen, auf unbestimmte und bestimmte Auszöge 16$, auf unbestimmte Amben 
32 j, auf bestimmte 36, auf Temen 54, auf Quaternen 88 Procent und noch 
etwas mehr Gewinn. 

Nach Lacroix Wahrscheinlichkeitsrechnung (§. 66.) wird in der Lotterie 
von Frankreich der unbestimmte Auszug mit der 15 fachen, der bestimmte mit 
der70fachen, die unbestimmte Ambe mit der 270fachen , die bestimmte mit der 
5100fachen, die Terne mit der 5500fachen, die Quaterne mit der 75000fachen, 
die Quinterne mit der 1 000 OOOfachen Einlage bezahlt Daraus ergeben sich 
folgende Abzüge: 

Von dem unbestimmten Auszug 1— |f = 0,1666...., 

- - bestimmten Auszug 1— fö = 0,2222..,., 

- der unbestimmten Ambe 1— V5t = 0,32548...., 

- - bestimmten Ambe . 1— UU = 0,36329...., 

- - Terne 1— ftffr = 0,53183...., 

- - Quaterne .... 1— äWft =0,85324...., 

- - Quinterne .... 1 — *WWaVfe = 0,97724.... 
Mehr eres hierüber wird später folgen. 

§. 41. 

Bisher wurde die Beziehung zwischen Einlage und Gewinn betrachtet. 
Wir wenden uns nun zur Untersuchung des Verhältnisses des Werths der Er- 
wartung zu der Art, die zu wagende Summe auszusetzen. 

A will die Summe rB wagen. Die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen 
ist w, die zu verlieren u>i*=l — w. So oft A gewinnt, bekommt er die 
yfache Einlage als reinen Gewinn. Soll A die Summe rB in einem Ver- 
suche, soll er sie in r hintereinander folgenden, oder in gleichzeitigen Versuchen 
wagen, so dafs in jedem einzelnen Versuche die Summe B eingesetzt wird? 

a. A wagt die Summe rB in einem Versuche. Gewinnt er, so er- 
hält er die Summe q.rB. Der Werth seiner Erwartung ist nach (2. §. 35.) 

1. E = w.grB. 

b. Die genannte Summe wird auf r Versuche vertheilt und bei jedem 
B gesetzt. Es können folgende Fälle vorkommen: A gewinnt in allen Ver- 
suchen, oder in r— 1, r — 2, .... 2, oder in 1 Versuche: der Werth der 
Erwartung ist für die einzelnen Fälle zu bestimmen und die Resultate sind 
zusammenzuzählen. 
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Die Wahrscheinlichkeit , in allen Versuchen zu gewinnen, ist w r . In 
diesem Falle gewinnt er rgB. Der Werth der Erwartung ist also 

E r = w'rqB. 
Die Wahrscheinlichkeit, in r — 1 Versuchen zu gewinnen, setzt voraus, 
dafs A einmal verliere. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist r.u> r - l w x . In die- 
sem Falle wird er (r-l)gB gewinnen. Der Werth der Erwartung ist demnach 

E r _i = rw^w^r— \)gB. 
Die Wahrscheinlichkeit, in r — 2 Versuchen zu gewinnen, läfst zu, dafs das 
entgegengesetzte Ereignifs zweimal eintrete. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist 

^t^ w^wl. In diesem Falle gewinnt A, (r — 2)qB. Der Werth der 

Erwartung ist also 

E r _ 2 = !^l. w ^wl(r-2)qB. 

Werden diese Schlüsse fortgesetzt, so ergiebt sich für den Gesammtwerth der 
Erwartung: 

. (r— l)(r— 2)(r— 3) ^ 3 j M , 
+ r« 1.2.3 — w ">!?#+ 

( r 4\r-2|— 1 /- J\rwi|-i 

. . . .+r» (r ^ 2|A .wu^iB+r.Z-jgw «"» r r 2 gB 

Da die eingeklammerte Reihe mit dem Binomium (w -f «i^)'"" 1 = 1 zusammen- 
fallt, so geht der vorliegende Ausdruck in folgenden über: 

2. E s=s t/>r<yß. 

Das Gleiche ergiebt sich, wenn die Versuche gleichzeitig gemacht werden. Die 
Vergleichung von (1. und 2.) giebt daher, in Verbindung mit der eben aus- 
sprochenen Bemerkung, folgenden Satz. 

3. Der Werth der Erwartung oder objeetiven Hoffnung bleibt derselbe, man 
mag eine Summe in einem Versuche wagen, oder auf mehrere gleiche 
vertheflen, wenn die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen in den einzelnen 
Versuchen gleich bleibt. 

Hierher gehört auch die Untersuchung des folgenden Problems. 
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In einer Urne sind m Kugeln enthalten, mit den Zahlen 1, 2, 3, m 

bezeichnet. Es werden p Engeln nach einander gezogen und nach der Ziehung 
zusammen in die Urne zurückgelegt. Jede Zahl kann mit einer gewissen Summe 
besetzt werden. Erscheint die besetzte Zahl unter den gezogenen Kugeln, so 
wird die eingesetzte Summe ymal als reiner Gewinn bezahlt. A will die 
Summe rB wagen. Soll er sie auf eine Zahl setzen, oder auf mehrere Zahlen 
derselben Ziehung vertheilen, so dafs jede Zahl mit B besetzt wird? 

Auch hier sind die beiden oben angefahrten Fälle zu untersuchen. 
a. A setzt die Summe rB auf eine Zahl. Er erhält im günstigen 
Falle qrB. Die Wahrscheinlichkeit, dafs die besetzte Zahl unter p gezoge- 

nen erscheinen werde, ist nach (1. §.5.) r . >| _ A = — . Demnach ist 

der Werth der Erwartung 

4. E = ±.rqB. 
m 7 

6. Die Summe B wird auf r Zahlen vertheilt. Es können daher r, 
oder r— 1, oder r — 2, ...., oder 2, oder 1 von den besetzten Zahlen 
erscheinen. Die Gewinne, welche in diesem Fall erlangt werden, sind rqB, 
(r— \)qB f (r— 2)qB, .. .. 2qB, qB. Die Wahrscheinlichkeiten, dafs r, 
r— 1, r — 2, r — 3, 3, 2, 1 von den besetzten Zahlen erscheinen wer- 
den, ergeben sich aus (1. §. 5.) und sind der Reihe nach 

p'M rr\-l( m — r )p-r\-l pr-i|-l r ^-l|-l( m _ r )p-r+i|-l 

^2|-1 r r-2|-A( m _ r )P-r+2|-l p 2|-l ,21-1 ( m _ r )p-2|-l ( p r ( m ^ r) p-lH 

"F^P 5?T=5 * i*H ' m^R t"l S?R 

Werden diese Werthe mit den zugehörigen Gewinnen verbunden, so ergiebt 
sich folgender Ausdruck des Werths der Erwartung: 

,_ (r-l)(r-3) p^l-i(m-r)P-»-+»l-i w 

(r-l)^l-i ^-i (tn - r) ^l-i (r-l)^H y( m - r) i>-i|-i 
•••• + r — p^p ;^r ? Ä + r — F=*F mPl-i 90. 

Werden die jedem Gliede gemeinschaftlichen Größen und ferner die FacnlUt 

( m _ r )p-l-i == ( OT __ r )( OT _ r _i)( OT _ r _2)....(m— ^-J-l) 
ausgestoßen, so geht die Gleichung in folgende Aber: 
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Ä =[ £ ^ ±1 -^ ö t^ i r 1M +T 1 ^ 1 ) r " l, " , ^-^ 1M 

Die in Klammern eingeschlossene Reihe dieses Ausdrucks läfst sich auf fol- 
gende Weise behandeln: 

Hiedurch erhält man folgende Gleichung: 

E _ po^-' . r , B(m _ ir *-. _ üs^fS.,, m 

Es ist also 

6. E = -£.r?Ä. 

Aus (4. und 6L) ergiebt sich die Gleichheit der Werthe der Erwartung und 
es bestätigt sich der Satz in (3.). 

Die Resultat? (4. und 6.) gelten zunächst nur für den Fall, wenn r 
kleiner, oder höchstens so grofs als p ist. Sie gelten jedoch auch noch, wenn r 
gröfser als p wird. In diesem Falle können von den besetzten Zahlen höchstens p 9 

also entweder /i, oder ji— 1, oder p — 2, 2, 1 gewinnen. Wird nun für 

jeden einzelnen Fall auf die vorhin angegebene Weise der Werth der Er- 
wartung bestimmt, so ergiebt sieb für den Gesammtwerth der Erwartung: 

E= |ir'S?R^^ Ä + lp=iir — s?m — (f— *)»* 
Werden die gleichen Factoren ausgeschieden, so erhält man 
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Wird hier die eingeschlossene Reihe nach (5.) behandelt, so ergiebt sich 

7. E = ^-raB. 
m 7 

Nach (4. 6. und 7.) findet also für die Rechnung kein Unterschied Statt. Dies 
scheint eine Art von Paradoxon zu sein. Ist namentlich r gröfser als /;, oder 
die Zahl der einfachen Einlagen gröfser als die Zahl der Kugeln, welche in 
einer Ziehung gezogen werden, so können höchstens p Kugeln gewinnen und 
dann kann A im glücklichsten Fall nur pqB erhalten, während er im glück- 
lichen Falle eine viel gröfsere Summe r.</B erlangen kann, wenn er die 
Summe rB auf eine einzige Zahl setzt. Dieser Widerspruch hebt sich sber 
dadurch, dafs der Werth der Erwartung den mittlem oder Durchschnittswert 
für alle möglichen Gewinne giebt, und dafs dieser Werth einer bestimmten 
Summe gleichkommen kann, ohne dafs die einzelnen Gewinne, durch welche 
er bedingt ist, zu einer solchen Höhe anwachsen, als es in einem andern Falle 
vorkommen kann. 

Der Satz (3.) ist bekannt, und schon von Lacroix ii} seiner Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung (§. 75.) bewiesen. Die Sätze (4. 6. und 7.) sind, wie 
man sieht, eine Erweiterung jenes Satzes, und hier aufgestellt, weil sie nicht 
bekannt zu sein scheinen. Gavthier d' Hauleserve hat in seinem „Traite sur 
les probab. Probl. XVII. pg. 77" starke Verstöfse dagegen gemacht, die er ver- 
mieden hätte, wenn er auf den dort erörterten FalT aufmerksamer gewesen 
wäre. Der Werth der Erwartung in Beziehung auf den reinen Gewinn ist für 
Jemand, der drei Franken in das Lottospiel setzen will, nach (§. 35. und 40.) 
immer 2,333... Fr., er mag sie auf eine Nummer, oder auf drei Nummern 
derselben Ziehung, oder auf Nummern aus .drei verschiedenen Ziehungen setzen; 
nicht aber, wie G. d'H. meint, im ersten Falle 2,333... Fr., im zweiten 
2,5464... Fr., im dritten gar 2,6001 Fr. Aufserdem scheint in der von G. d y U. 
angegebenen Zahl 2,5464... ein Druck- oder Rechnungsfehler zu sein. 

§. 42. 
Zwei Personen A{ und A^ von welchen die erste r, die zweite s 

Marken hat und deren Hoffnung zu gewinnen ?, = w x und . = w 2 ist, 

spielen mit eisender. Der Verlierende giebt dem Gewinnenden eine Marke 
ab. Das jSpiel dauert so lange, bis eine von beiden Personen alle Marken 
gewonnen hat. Wie grofs ist der Werth der Erwartung für A und für B 
vor dem Anfange des Spiels? 

4 
I 
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Der Werth der Erwartung des A x soll durch A ausgedrückt werden, 
und zwar so, dafs unten rechts an A die Zahl der Marken angeschrieben wird, 
die er besitzt. So oft nun ein weiteres Spiel beginnt, kann A t in demselben 
eine Marke gewinnen, oder verlieren. Im ersten Falle bekommt er eine mehr, 
im zweiten verliert er eine. Demnach ist die Erwartung für A^ wenn er 
Ar Marken besitzt, für das nächste Spiel: 

1. A* = t*> 1 4*+i+ u ^*-i = -jjj ^i + ^j^-i' 

Wäre der Werth für A k + t und A k _ k bestimmt, so wäre auch A k gegeben. 
Um diesen Werth zu finden, ist zu bemerken, dafs für A alle Wechselfälle im 
Besitze der Marken von 1 bis r~\-s— 1 möglich sind. Der Spieler kann im 
Laufe des Spiels alle möglichen Zahlen von Marken zwischen 1 und r-f s— 1 
besitzen, verlieren und wiedergewinnen, wenn er nur nicht die letzte verloren 
hat. Für jeden Besitzstand gilt daher die obige Gleichung. Um den Werth 
von A k zu finden, dient die Zurückfahrung auf einfache Fälle. Zu dem Ende 

müssen in cBe Gleichung (1.) allmälig die Werthe 1, 2, 3, r-f*— 1 

statt k gesetzt werden. Dies giebt folgendes Schema: 

A x = u> g A 2 -\-u> 2 A i 
4* = u>iA3-\-w 2 A l , 
A z = w x A^ w 2 A 2 , 



A p = w l A p + l -)-w 2 A p _ l , 
A^ = w k A p + 2 -\- w 2 A p , 

A p +r^ i = w t A p ^ r -\-w 2 A p + r _ 2 . 
Das Schema ist zurücklaufend. Es müssen daher die Werthe der frühern 
A in den spätem substituirt werden. flftm ist leicht zu sehen, dafs A ii = 
ist; denn für den Fall, wo A t die letzte Marke verliert, ist der Werth seiner 
Erwartung 0. Wird nun der Werth für A t aus der ersten Gleichung in (2.) 
eingeführt, so ergiebt sich: 

A 2 = -r-^—A 3 . 

Diesen Werth in die dritte Gleichung gesetzt, giebt 

^ 1 — 2w i w t ^ l 



\ 
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Durch Fortsetzung dieser Rechnung erhält man 

4 = to,(l— 2to,to t ) - 

^* 1— S^to.+toto,)' '*" 

** ~ l-4 Wl w t +3(w 1 w I ) t "*•' 

^ 1— 5 lo,«), +6 («?, w,)*— (to.to,) 11 " 

A w, (1— 5to, to, +6(to, to,)'— (to, «>«)*) ,4 

7 1—6»,», + 10(10, w,) I + 4 («'i«'t)' 

u. 8. w. Das Fortschreitungsgesetz ist deutlich. Es wird durch folgende Gleichung 
ausgedrückt: 

/. *-2 . (ft-3) J l-i. ., (t— 4)»l-\ , \ 

«i{* 1 — «'t««'»+- i — pir — (»i»») — — iip — («'.«'«) +--J 

3 ' Ak = , &-1 , (A-2)*l-\ „ (*-3)*l-* , TT ^*+ I * 

1 — tO,tO, + V 1?( / (tO,tO t )* pjf (10,10,)* + .... 

Dieses Gesetz giebt den Werth der Erwartung für i M wenn er k Marken 
besitzt, in Beziehung auf das nächste Spiel. 'Es läfst sich weiter benutzen, 
um den Werth der Erwartung von A t für spätere Spiele darzustellen. Setzt 
man nämlich k-\- 1 statt Ar in (3.) und führt den dadurch erhaltenen Werth 
statt At+ t in (3.) ein, so ergiebt sich 

,/. *-2 (*-3^M. (t— 4)»i-* , ., . \ 

»JV. 1 J— »i*k + i»R (*i»i) — vl _i (10,10,)»+....^ 

4 * ^* = * , (k-ipl-* , ,. (*— 2)*i-*" TT '- 4 *+ 1 ' 



1 — 



J-Wi ">t + — pji («, «»,)* pii — K »t)*+ 



Setzt man Ä+2 statt k in (3.) und führt den erhaltenen Werth statt A k+i in 
(4.) ein, so geht (4.) über in 

,/, ft-2 , (fc-3)»i-* , ., (fc-4)»i-* , 1$ , \ 

5 ' ^* = . A+t , A*l-* xt (*-l)»i-\ TT il *+ > - 

i j-«o,»,+-pr( M 'i w t) — ^ — pii — (w, »,)'+.... 

Fährt man auf diese Weise fort, so ergiebt sich allgemein für den Werth der 
Erwartung von A 19 m Marken zu gewinnen wenn er k Marken hat: 

m (. k— 2 (jt-3) J l-», %1 (*_4)»M n 

»IV — ».to« + * lt| / (to,to t )»- v 13 | t r (to,to t )' + ...,) 

1 -S-j — to,to t + * T 1>|1 I — Kto,)»- * T 13| / — (to,to t )»+.... 

Diese Gleichung bestimmt den Werth der Erwartung für A t allgemein; also 
auch in der oben angegebenen Weise. Man bat zu dem Ende r statt k und * 
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statt m iq eetaea. Sie bestimmt ndi den Werth der Erwartung für J,, der 
• Marken hat, r Marken an gewinnen, wenn • statt k, r statt a», a>, statt w t 
and 1} statt .4 gesetst wird. Es ist 

7 ' Ä * "* . *+r— 2 , (s+r-afn , <f 4.r_4)»l-"r — J *r+,. 

Die gefundenen Gleichungen geben andere Ausdrücke, wenn man 
a9i= -TT- und M> a = — -TJ setat und die nolhigen Reductionen macht. Sie 
gehen dann in folgende aber: 

A i = ^Jj-^«» 

Hieraus ergiebt sieh durch Fortsetaung der Substitutionen: 

Nun ist 

Also geht (8.) in 

«her. Setsen wir die Substitutionen fort, wie sie in (4., 5. u. s. w) gemacht 
wurden, so ergiebt sich 

u. s. w. Durch weitere Fortsetaung ergiebt sich hieraus für den Spieler 4 t , 
der r Marken besitat, der Werth der Erwartung, die * Marken seines Gegners 
an gewinnen, 
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Für Af aber ist der Werlh der Erwartung* r Marken seines Gegnern n er- 
langen, 

Haben beide Gegner die gleiche Anzahl von Harken, so ergiebt sich ans 
(10. und 11«), da r = * ist: 

13 - fir = FfF r ' Äar - 

Sind die Wahrscheinlichkeiten für beide Gegner gleich, so. ist ans (10. und 11.) 

15. ö, = jq^-S,^. 

Am einfachsten ist es, den Werth der Erwartung auf die Einheit an beliehen, 
also A T +t und Ä r+Ä durch die Einheit danustellen. Dies gtebt ans den Glei- 
chungen (12. und 13., 14. und 15.) folgende Vergleichung für den Werth der 
Erwartung der beiden Personen: 

16. A r :B r = a r :b r , 

17. A r zB r s=z r\9. 

Hat jede Person 6 Harken, ist aber Ihre Geschicklichkeit um ^ verschie- 
den, so verhalt sich der Werth der Erwartung beider au einander nach (16.) wie 

A r :B r = (P:5 6 = 46656:15625 
oder nahe wie 3:1. Hat jede 6 Marken und ist ihre Geschicklichkeit um ^ 
verschieden, so ist für den Werth der Erwartung 

A,:B r = 21 6 :20 ö = 85766121:64000000 
oder nahe wie 134:100. Hat jede 12 Harken, unter den nämlichen Bedin- 
gungen, so ist 

A r :B r :2i n :20 u , 

oder beinahe wie 2 au 1. Man sieht, wie wirksam hier die gröfsere Geschick- 
lichkeit auf den Werth der Erwartung ist. Von den Gleichungen (16. nnd 17.) 
lassen sich noch weitere Anwendungen machen. Man kann nämlich leicht die 
Zahl der Marken bei bestimmtem Werthe der Erwartung und die Wahrschein- 
lichkeiten, oder auch letztere durch erstere bestimmen. 

Die vorstehende Aufgabe ist von Laplace (Recueil de Tacademie d. 
sdences d. Paris p. l'annee 1778 p. 227 u. ff.) durch die Methode der Gleichem- 
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gen mit endlichen Differenzen auflöset worden. Im 2ten Bande der „Annale* 
4 mathem. pures et appliquäes p. J. D. Gergonne pg. 340 n. ff." finden sieh 
drei Auflösungen: die eine auf elementare Weise, die andere durch die Me- 
thode der recurrirenden Reihen , die dritte durch eine lineare Gleichung zwei- 
ter Ordnung mit endlichen Differenzen, nach der Methode, wie sie Lagrange 
in den „Memoire* d. Pacad. d. Berlin p. l'annäe 1775 " gegeben hat. Hiermit ist 
9 Lapiace Th6or. d. probab. pg. 405 u. ff." und „M&noires des savans Prangers, 
T. VHL pg. 153" au vergleichen. 

§. 43. 

Im Vorhergehenden wurde die Ermittelung des Werths der objeetiven 
Hoffnung und der damit in Beziehung stehende Vortheil oder Nachtheil gezeigt. 
Wir wollen nun das Verhfiltnifs dieses Werthes so dem Besitze eines Indi- 
viduums erörtern, welches im Begriff steht, sich auf ein Unternehmen einzu- 
lassen, dessen Ausgang nicht mit Sicherheit vorauszusehen ist, und wovon 
Gewinn oder Verlust bestimmter Summen abhangt. 

Der Besitz eines Individuums werde durch K, der zu hoffende Gewinn 
durch G, die Einlage oder der bevorstehende Verlust durch B und die Wahr- 
scheinlichkeit des Gelingens durch w, die des Mifslingens durch 1 — w = w t 
bezeichnet. 

Wird die Einlage, wie es gewöhnlich geschieht, vor der Ausfahrung 
des Unternehmens gemacht, so ist der hiedurch bedingte Besitz des Indivi- 
duums noch K—B. Die Wahrscheinlichkeit, dafs dieser Fall eintreten werde, 
Ist u> 9 und folglich der muthmaafsliche Werth 

M l = to x {K—B). 
Gelingt das Unternehmen, so ist der Besitz K—B-\-G. Die Wahrscheinlich- 
keit, dafs es geschehen werde, ist u> f also der muthmaafsliche Werth 

M = w{K-B+G). 
In den einen oder den andern Fall kommt der Unternehmer. Der Werth der 
Erwartung ist demnach 

1. E = w l (K-B)+w(K-B-\-G) = K-B+wG. 
Kommt nun wG f wie in (3. §. 38.) vorausgesetzt wurde, der Einlage gleich, 
so folgt, dafs dann der Besitzstand des Individuums hiedurch nicht verändert 
wird. Es ergiebt sich also hieraus folgender Satz: 

2. Aus dem Werthe der objeetiven Hoffnung ist unter den angefahrten Be- 
dingungen auf keine Änderung des Besitzstandes eines Individuums zu schliefsen, 
und er zeigt weder einen Vortbeil noch einen Nachtheil an. Erwägt man aber, 

33* 



300 M.- OUing$r ß Untmrsuelmnge* über dh W*hr *e h ti * Uett $i t$r € ek* W9 g. 



dafii in der Regel der an erwartende Gewinn mit einem Absuge belastet Ist 
und dafii also wQ<LB ist, so folgt, dafc jedes Unterndunen, welches unter dieser 
Voraussetzung begonnen wird, als naohtheilig für den Besits eines Individuums 
betrachtet werden mufs nnd dafii Derjenige, welcher demungeachtet auf ein 
solches Unternehmen eingeht, seinen Besitzstand gefährdet Nnr wenn wB 
grft&er als B ist, wird das Unternehmen vorteilhaft sein. 

Dieselben Resultate ergeben sich, wenn die Einlage nicht to% sondern 
nach der Entscheidung gemacht nnd wenn dann nnr der reine Gewinn ver^ 
abfolgt wird. Im Falle des Mifslingens ist der Besitzstand nach der Entschei- 
dung K— B und der hierdurch bedingte muthmaaftliche Besits 

M L =■ id^JK— Ä). 
Im Fall des Gelingens ist der Besitzstand K+R und der muthmaafaliche Besits 

M = ir(JC+Ä), 
folglich der Werth der Erwartung 

8. E = w^K— B)+w{K+B) «s K—w x B+*>BL 
Diese Gleichung deutetanf keine Änderung im Besitsstande, wenn nach (10. $• 39.) 
w k B — wR ist, und der in (20 ausgesprochene Satz bestätigt sich auch hier. 

$, 44. 
Weiter oben wurden die Grundsätze betrachtet, nach welchen der Werth 
der Erwartung ohne Rücksicht auf die Verhaltnisse der Personen, welche sich 
auf Gewinn oder Verlust bringende Unternehmungen einlassen, zu bestimmen 
ist. Dabei wurde hauptsächlich die Forderung gesetzt, dafs keine Bwortkei- 
lung auf irgend einer Seite Statt finden dürfe. Sind nun auch die Bedingun- 
gen, unter welchen Unternehmungen begonnen und ausgeführt werden, im All- 
gemeinen oder In Rflcksicht auf flufsere Umstände gleich, so können sie doch 
in Beziehung auf subjective Verhältnisse sehr ungleich sein. Die Ausführung 
eines Unternehmens, bei welchem nicht unbedeutende Summen gewagt werden, 
kann für eine Person von vielen Mitteln leicht su bewerkstelligen sein, währ- 
rend sie für beschränkte Mittel unthunlich wird. Der Gegenstand selbst bleibt 
hiebei gans unverändert und der Werth der objectiven Hoffnung ist im Falle 
des Gelingens für die eine wie fllr die andere Person derselbe. Anders ver- 
fallt es sich, wenn die subjectiven Verhältnisse einer Person in Betracht ge- 
sogen werden. So kann eine Person, die 1000 Gulden besitst, leichter eine 
Summe von 10 G. der Gefahr des Verlierens aussetzen, als eine, die mnr 
10O G. besitst. Die 10 G. haben eine ganz andere Bedeutung für Jemand 
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der 100, ab fllr Jemand der 1000 G. beeilst Eben m hat die Erwerbung 
dar 10. 6. eine ganz andere Bedentong fltr einen Besitzstand ton 100, ab 
ffcr ein Vermögen von 1000 G. 

Wir werden biednrch anf den Begriff von eubfectwer Bedeutung einer 
in wagenden Summe fttr den Unternehmer geführt. Wir wollen diesem Be- 
griff den Namen »Suhjectxve Hoffnung" geben und deren Werth den „Wertk 
der subjektiven Hoffnung" nennen« 

Daniel BernoulH, der zuerst hierauf anftaerkaam machte, hat diesen 
Begriff durch Meneura eortie bezeichnet, Laplace (Thtor. ataal. d. Probab. 
Chap. X) hat ihn fartune murale, eepärance morale genannt. Besser scheint 
ihn der obige Name in bezeichnen, 

Um den Werth einer snbjectiyen Hoffnung in finden, wird nöthig sein, 
den Besitz einer Person nicht nur mit dem in befürchtenden Verluste, sondern 
auch den in erwartenden Gewinn mit dem ans dem erhaltenen Gewinne fol- 
genden Besitzstande, in vergleichen. Ans dem Verhültnifs dieser Zustande wird 
sieh die Bedeutung des zu befürchtenden Verlustes und des in erwartenden 
Gewinnes ergeben. 

Bezeichnet K den Besitz einer Person und B die Summe, um deren 
Verlust oder Gewinn es sich handelt, so drückt 

B 
X 

die Bedeutung der Summe B in Beziehung auf den Besitz der Person, oder 
die Wichtigkeit dieser Summe als Vortuet, und 

B 

die Bedeutung der Summe in Beziehung auf den durch den Gewinn herbei- 
geführten Besitzstand, oder die Wichtigkeit dieser Summe als Gewinn aus. 
Es ist daher der Werth der snbjectiyen Hoffnung hinsichtlich des zu befürch- 
tenden Vertuetee (T): 

1. T-f, 

and Mnricbtlicfa des zu erwartenden Gewinn*« ( V)x 

2 * F Ä T+F* 



Dies giebt folgende VergleicBnng: 

B 

T T+F 



3. T:F« *: *«*+*:* 
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Die Bedeutung des Verlustes und Gewinns, welche eine und dieselbe Summe 
fAr den Besitzstand einer Fersen hat, verhalt sich also zu einander, wie der 
durch den Gewinn vergröfserte Besitzstand zu dem ursprünglichen; und um- 
gekehrt. Bringt man (8.) auf die Form 

4. T:V = 1: Km ^ B = *+ jf :1 ' 

so sieht man, dafs dieselbe Summe, welche verloren oder gewonnen werden 
kann, als Verlust eine grtfsere Bedeutung hat, dehn als Gewinn, und dafs 
der Gewinn einer Summe den Besitz in geringerem Verhaltnisse steigert, als 
ihr Verlust denselben schwächt So bat der Verlust von 10 G. für einen Besitz 
von 100 G. die Bedeutung tV, und der Gewinn der gleichen Summe die Be- 
deutung x** • 

Hieraus zeigt sich schon , welche Vorsicht bei Anlegung von Summen 
auf Gewinn oder Verlust nöthig ist, da immer der Gewinn für das nämliche 
Individuum eine' geringere Bedeutung hat, als der Verlust; und wie ungünstig 
wiederholt erlittene Verluste wirken. Zugleich zeigt sich, wie unklug es ist, 
im Unglücke durch Wiederholung und Steigerung des Einsatzes die froher er- 
littenen Verluste ausgleichen zu wollen, da die Anstrengungen fanmer un- 
gleicher werden. 

Untersucht man, um Dies naher zu zeigen, den Werth der subjectiven 
Hoffnung nach nmaligem Verluste der Summe B f so findet man aus (3.) fol- 
gende Vergleichung : 

5 TV = K^BKW^B = *+<»+1)*:ä-i.*. 

Die Gröfse des Unterschiedes von Verlust und Gewinn ist 

ß »/ i* (2*+!)*' 

O. r ä _ i K - n M){K+in + i)M) • 

und dieser Unterschied wird immer gröfser, je gröfser n wird. Die Bedeutung 
von Gewinn und Verlust kommt daher in ein immer grSfseres MifsverhäUnift. 
Vergleicht man nun den Werth, welchen die nämliche Summe als Ge- 
winn und Verlust fflr Personen von verschiedenem Besitze hat, so ergeben 
sich folgende Vergleichungen : 

7. F t : F, = ^K^B = *.+*:* + *, 
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Der Ausdruck (7.) zeigt* dafs die Bedeutung der nimlichen Summe tls Ge- 
winn für Personen von verschiedenem Besitze in umgekehrtem Verhältnisse 
des durch den Gewinn veränderten Besitzstandes steht; der Ausdruck (8.) zeigt, 
dafc die. Bedeutung der nflmliohen Summe als Vertuet für Personen von ver- 
schiedenem Besitze in umgekehrtem Verhältnisse des ursprünglichen Besitzes 
Ist. Für den Bemittelteren hat daher Gewinn und Verlust. derselben Summe 
eine geringere Bedeutung , ab für den weniger Bemittelten; und zwar in desto 
geringerem Maafse, je gröfser die ihnen zu Gebote stehenden Mittel sind. Das 
Umgekehrte findet für dm Unbemittelteren Statt. Für gleich bemittelte Per- 
sonen hat Gewinn und Verlust die gleiche Bedeutung» Daran knüpft sich die 
weitere Folgerung, dafs es am zweckmüfsigsten ist, wenn sich Personen von 
gleichen Mitteln in Gesellschaften zu Erreichung beliebiger Zwecke vereinigen; 
denn für sie hat Gewinn und Verlust, oder Förderung und Beeinträchtigung 
der gemeinschaftlichen Interessen gleiche Bedeutung, und es ist zu erwarten, 
daft in * so constitiitrten Gesellschaften der Gemeinsinn stärker und fester her- 
vortreten werde, als in andern von verschiedenen Interessen. 

Soll unter den Bestimmungen (3.) die Bedeutung des Verlustes, den 
Jemand erleiden kann, der Bedeutung des zu erwartenden Gewinnes für einen 
bestimmten Besitz gleich sein, so ergiebt sich für die Gröfse des Verluste: 

9 - * = K+B* 
Diese Gleichung erhalt man, wenn x statt B in (1.) und T= V in (3.) ge- 
setzt wird. Der Gewinn, welcher für einen bestimmten Verlust bei einem 
bestimmten Besitze gleiche Bedeutung bat, ist unter ähnlicher Annahme aus (2.): 

i0 - y = -K=rB 

Eben so ergeben sich dieselben Begriffe für wiederholtes Gewinnen und Ver- 
lieren aus (5.), nemlich: 

11. »: KB 



12. y = 



K.B 



K— (2w-f-l)Ä 
In ersten Falle druckt B Gewinn, im zweiten Verlust aus. 

$. 45. 

Jeder hat in seiner Persönlichkeit einen bestimmten Besitz, den er 
einem Capitata gleich anschlagen kann, welches nach Verhtltnifa seines Fletftes 
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und seiner Talente rentirt Min kann daher sagen, dafs Niemand absolut arm 
geboren sei. Bildet er seine Talente aus, steigert er seine Brauohbarkeit, und 
dauert er in seinem Fleifse ans, so vermehrt er die ihm hieraus erwachsende 
Rente. Gesellen sich dazu noch andere Mittel des Erwerbs, so wird sich damit 
seine Rente ebenfalls steigern. Gewöhnlieh steigert sich der Besitz einds In- 
dividuums allmilig. Doch kann es auch schnell geschehen. Tritt dieser Fall 
ein, so läfirt sich derselbe als eine ans vielen durch auf einander folgendes Zu- 
sammenwirken entstandene aUmlBge Zunahme betrachten. 

Bezeichnet K den ursprünglichen Besitz einer Person , der durch An- 
häufen ununterbrochen dauernder, unendlich -kleiner Zunahmen dx zu der 
Summe K-\-x angewachsen ist, so ist die Bedeutung einer solchen Zunahme 
in Beiiebung auf den hieraus hervorgegangenen Gewinn nach (2. §.44.): 

dx 

K+x ' 

und die Bedeutung aSmmÜicher Zunahmen, oder der Werth der subjecüven 
Hoffnung ist 

*• r -/^ -■*<*+•>+<*• 

Für * = 0, oder für den ursprünglichen Zustand, ist 

C «= -log JE. 
Also ist 

2. V « log(jK+*)-l<* K = log £±£- 



Betrachten wir auf gleiche Weise die Verminderung des ursprünglichen Be- 
sitses K und nehmen an, dafs sieh derselbe um * vermindert habe, so ist die 
Bedeutung der allmiligen Verminderung 

dx 

und die Bedeutung des su furchtenden Verlustes ist 

s. t «y^-+c. 

Dieses giebt, aus den nämlichen Granden wie vorher: 

4. T = log(JK-aO— logJT = lor-^jp^ 

Bei den meisten Unternehmungen, welche auf die Veränderung des Besitzes 
eines Indiridnuras durch Gewinn oder Verlust einwirken, ist der Erfolg unge- 
wiß und die Anwendung des Caleals wird dadurch bedingt: denn es soll dann 
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durch ihn die Bedeutung unsicherer Verhältnisse gewürdigt werden. Bei Unter- 
nehmungen, wo die Gewifsheit eines Vortheils oder Nachtheils vor Augen liegt, 
ist der Calcul überflüssig. Ist aber der Erfog ungewils und die Aussicht 
vorhanden, dafs sich der ursprüngliche Besitz eines Individuums um die Gröfse G 
Im Falle des Gelingens vermehren wird , und ist das Zutreffen dieser Aussicht 
mit der Wahrscheinlichkeit w t zu erwarten, so ist der Werth der Erwartung 
in diesem Falle, oder der muthmafeliche Werth M des erhöhten Besitzes: 

5. M = ttfilog — i — 

Steht das Eintreffen eines Verlustes B mit einer Wahrscheinlichkeit B in Aus- 
sicht, so ist die Furcht des verminderten Besitzes, oder der muthmafsliche 
Werth N des verminderten Besitzes: 

6. tf=u> 2 log^^. 

Einer von beiden Fällen wird eintreten. Demnach ist der Werth der subjec- 
tiven Hoffnung H: 

7. H = w k \og + -j-t^log— j= — 

Um nun den Werth der subjecliven Hoffnung in Beziehung auf den 
Besitz eines Individuums zu erkennen, wird Folgendes dienen. Es ist be- 
kanntlich, wenn man die obigen Logarithmen in Reihen entwickelt: 
" /. . G\ G G» . G s G 4 . 

. r A B\ B B % B* B* 
W2iog\l—j£j = — u>2 -g — ^"gjfi - Wl YK*~ ^TiT* — 

Demnach geht (5.) in 

„ w i G—%o % B u) i G t ^w t B % , tc t G' — w t B* 

a ~ K 27T f + 3if» 

Aber. Im vorliegenden Falle giebl G den Zuwachs des Besitzes , also den zu 

w B 

erwartenden reinen Gewinn. Man kann folglich nach (§. 39.) G = - J — setzen. 

Dadurch geht der obige Ausdruck in folgenden über: 
8. fl= - ttl (, + ? )^-^(,-^- a ,(, + ^_... 

Der Werth dieser Reihe wird durch die Beschaffenheit von — £ 



to? (n + i)K»+* 

bedingt, wo u> t und w 2 so unter einander zusammenhangen, dafs M> 1 -f-u>2 = 1 
ist und B nicht wohl gröfser als K werden kann, wenn nicht Jemand ober 
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fremde Mittel zu gebieten hat, oder auf Credit mehr wagt, ab sein Besitz be- 
iß B 
trägt. Der Werth von — "— kann also entweder so grofs, oder kleiner, oder 

gröfser als die Einheit sein. In den beiden ersten Fällen convergirt die vor- 
stehende Reihe und ihr Werth wird negativ. Im letzten Falle divergirt sie 
und die Werthe des 2ten, 4ten, 6ten, .... Gliedes in (6.) werden positiv, 
die des 3ten, 5ten, 7ten, .... negativ. Vergleicht man nun das 2 fite und 
(2n-\-l)te Glied mit einander, so geben beide zusammen, wegen der Diver- 
genz der Reihe, einen negativen Werth. Daraus folgt, dafs in diesem Falle 
auch der Werth der ganzen Reihe negativ wird. Diese Bemerkungen führen 
zu folgenden Sätzen: 

9. Bei jeder Unternehmung, wo die Summe B gewagt wird, um einen rei- 
nen Gewinn G zu erzielen, findet ein nachtheiliger Einflufs auf den Werth 
der subjectiven Hoffnung Statt; selbst dann, wenn Einlage und Gewinn zu 
einander in richtigem Verhältnisse stehen. Dieser Nachtheil ist stärker, wenn 
auf dem reinen Gewinn ein Abzug lastet; wie bei Lotterien, Spielen u. s. w. 

10. Der Nachtheil wird um so kleiner, je kleiner die zu wagende Summe 
im Verhältnisse zum Besitze und je günstiger die Aussicht auf Gewinn ist; 
er wird um so gröfser, je gröfser die zu wagende Summe und je un- 
günstiger die* Aussicht ist. 

Jedes Spiel, wenn es auch auf ganz richtiger Grundlage beruht , oder 
wenn es auch hinsichtlich der objectiven Hoffnung mit keinem Nachtheil ver- 
bunden sein sollte, übt einen nachtheiligen Einflufs auf den Werth der sub- 
jectiven Hoffnung aus und ist deswegen verwerflich. Am meisten verführen 
hohe Gewinne zum Spiele. Je gröfser der Gewinn, je geringer ist die Wahr- 
scheinlichkeit zu gewinnen und desto gröfser ist der auf dem Gewinne lastende 
Abzug. Gerade in diesem Falle ist der Werth der subjectiven Hoffnung am 
meisten im NachtheU. 

Diese Bemerkungen haben auf ein ganz anderes Resultat geführt, als 
diejenigen in (§. 43.). Geht man von den Logarithmen auf die Grundgröfse 
über, so läfst sich die Gleichung (7.) auch so darstellen: 

oder, wenn w v — — und w 2 = — gesetzt wird: 

9 



n. » - /((J^/^j). 
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Diese Gleichungen beziehen den Werth der subjectiven Hoffnung auf die Ein- 
heit. Soll er auf den ursprünglichen Besitz bezogen werden, so ist der Aus- 
druck in (11. und 12.) tob dem Nenner K zu befreien. Dies giebt 

13. x == {K+GY*(K— By> *= faK+GYiK—Gy) und 

14. x = (K+G)"> (K-B) w * < K. 

Laplace hat den Satz (7.) durch Integralrechnung (Theor. anal. d. probab. 
pg. 433 und 434) entwickelt. Hier ist er auf eine einfache und dabei etwas 
allgemeinere Weise gefunden, die zugleich auf den Satz (10.) führt. 

Specielle Fälle ergeben sich leicht. Läfst sich Jemand mit einem Be- 
sitze von 200 G. auf ein Unternehmen ein, das ihm bei der Wahrscheinlich- 
keit \ einen Gewinn oder Verlust von 60 G. bringt, so ist der Werth der 
subjectiven Hoffnung 

x = |/(260.140) = >/(36400) = 190,78784.... 

Die Ausführung des Unternehmens steht einer Ausgabe von 9,2121 .... G. gleich. 
Ist die Wahrscheinlichkeit, zu gewinnen £, zu verlieren £, und können 30 G. 
gewonnen und 60 verloren werden, so ist der Werth der subjectiven Hoffnung 

x = V(230M40) = ^(7406000) = 194,9221 .... G. 

Sind die Bedingungen umgekehrt, so ist 

x = V(260.140 2 ) = ^(5096000) = 172,085 . . . . G. 

Ist aber die Wahrscheinlichkeit 60 G. zu gewinnen $, die 60 G. zu verlieren £, 
so ist der Werth der subjectiven Hoffnung 

x = V(260\140) = ^(9464000) = 211,523 . . . . G. 
Man sieht, dafs der Werth der subjectiven Hoffnung auch auf Vortheil deuten 
kann. Dies ist aber nur dann der Fall, wenn w x G >> w%B ist. Dadurch 
wird die Bedingung, unter welcher die Sätze (9. und 10.) gelten, aufgehoben. 
Denn sie gelten nur, wenn w x G = u> 2 B ist Die Bedingung , dafs w l G>tD 1 B 
ist, wird aber selten oder gar nicht vorkommen; es müfste denn Jemand auf 
den Gedanken fidlen, sich seines Besitzes auf die eben bezeichnete Weise 
entledigen zu wollen. 

(Der Schlaft folgt) 
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15. 

N oiivelle demonstratio!* des theoreines des Fourier. 

(Par Mr. le Dr. 0. Schlomilch, professeur a l'universite de Jena.) 



3lous donnerons ici une demonstration des deux formales: 
\nf(y) — f co8yuduf c f(t)cosutdt, 

O 

inf(y) — H siny u duf e f{t) sinutdt, 

O 

qui n'exige que des notions 61ementaires, tandis qu'elle est parfaitement rigoureuse. 
En designant par K la valeur de l'integrale definie 

/* sinz s ^ 



on a en fesant z = mu: 

f'^du = K 



pourvu que m soit une quantite positive >0. De la on tire 

f *(•+»)« du +f *(«-»>» dtt = 2K 

O 

si a^>b, et 

o o 

si a <C b. Ces deux resultats reunis , donnent le thäoreme 

. Z 100 sin au cos b u * „ _ , 

1. J - du = K f si a>b f 

= 0, si a<Ä, 

dont on pourra faire les applications suivantes. 

I. Nons considererons Tintögrale double 

2. P = f*?^duf e F(t)smutdt, 



en snpposant que la fonctiöh F(t) soit continne et üni* entre les Hmites / = 0, 
t=c. II suit de la que l'expression 



*) On sait que cette valeur est egale ä ±n, mais il n'est pas necessaire de supposer 
cette valeur, parcequ'elle suivra de nos formales mdmes. 
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sera continue et finie entre les limites t# = 0, « = oo et / = 0, 7 = c; donc 
il sera'permis de changer l'ordre des integrations. On obtiendra de cette maniere 

P =fF(fi)def **""*" Bu. 



Maihtenänt il faat distinguer les deux cas: y>c et e>y^> 0. Dans le 
premier cas on a (en vertu de c>f) y>t, et par cbdsequent I'integrale, 
prise par rapport ä u, s'evanoüira et il restera 

3. P=Ö, y>c. 
Dans l'autre cas c>y>0 on ponrra decomposer Hntervalle depuisO jusqu'ä c 
en denx autres depuis jusqu'ä y et de y jusqu'ä c. Cela donne 

y 

Comme on a y>/ pour la premiere de .ces integrales, et y<Ct pour la se- 
conde, on obtient 

P =f e F(t)dt.K. 

Posons enfin /F(t)dt=f(t) oü F(t) =/*(/), et nous aurons 

> f e F(t)dt = f(c)^fi Y ),i 

r 
f e F(t)äautdt = f(e)sincu—uf e f(t)eosutdt. 



A .'aide de ces substitutions, l'equation ci-dessus: 

•i. , f**^BußF{t)sinutdt=± Kf e F{t)dt 

se change en celle-ci: 

o od 

et comme £>y, la premiere integrale est ögale a JC et on obtient 
4. Pcosyuduf'fiDcwutdt = Kf(y), c>y>0. 



La valeur de Tintögrale double 

f cosyuduf e f(t)cosutdl 



est donc Kf(y) si tf>y>0, et «ero pour y>c. II est aist de voir 
que ces considerations ont enoore Heu dans le cas y = 0, et cela rctod facile 
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la determination de K. En prenant p. ex. f(t) = #""*, <? = <x>, on trouve 

' 

ce qui donne \n = K pour y=0. 

Les mömes transformations, appliquees a l'integrale (2.) , sont aussi ap- 
plicables a l'integrale 

5. Q =f°*£^duf e F(t)co8Uldl, 



et on trouvera qu'elle est egale k 

Kf e F{t)bt, si y>c 



et ä 

KpFifidt, si c>y>0. 



En feant F(t) = f(t)^ on verra aisement que la valeur de l'integrale 



est egale ä Kf{y) si c > y > 0, et ä zero pour y •> c. Dans le cas y = 
l'integrale s'evanouit et ne donne pas la valeur de Kf(0). 

Par la m&ne methode on panrient an theoreme plus generali 

f°cosy u duf V(0 cos u l dt) 

V- V* } = Xf(y), 

J sinyuduj f(t)$mutdt\ 

a / 

sous condition que y soit entre les limites a et £. Pour toute autre valeur 
positive de y, les integrales se reduisent ä %fovo. D n'est pas difficile d'etendre 
ce theoreme au cas, oü la continuite de la fonction est Interrompue dfontf 
l'intervalle / = « jusqu'ä /=*, powpvu que las interruptions ne sont pas 
infinies. 
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16. 

Transformation de quelques integrales däfinies. 

(Par Mr. le Dr. O. Schlömilch, professeur & l'universite de Jena.) 



Ml armi les differentes formules propres ä la transforraation des integrales de- 
finies, il n'y en a que tr6s peu qui soient facilement applicables aux integrales 
contenants des fonclions algebriques et des fonctions trigonometriques, et dont 
les limites de Integration sont zero et Hnfini. Je vais presenter ici des de- 
veloppements qui auront peut-ötre quelque interöt parcequ'ils sont fondes sur 
une methode peu exploitee encore; savoir sur la decomposition de Fintervalle 
de Integration. Les formules dont il s'agit sont: 

p = i(«"-0, ° q = K^+O, 

oft * deslgne nne fonction qai ä la propriete *(■—«)=— *(«), et ¥ nne 
fonction arbitraire. 

Corame tonte integrale de la forme 

f'f{x)dx 



n'est que la limite vers laquelle converge l'integrale 



en fesant croitre infiniment la quantite arbitraire w, on peut considerer l'integrale 

1. Ä =J % "^L i *(cosar) ^(sin 2 *) 

comme la limite de , \ M 

2. 8' =/*'" +f 7 ^£ r *(co S x) ¥Qh*s) 

' 

pour des valeurs eroissantes du nombfe entier s, tandis que y est toujours 
entre et \n. 

Decomposons maintenant l'integrale S f comme suit: 

3. 8' =/ in '^Ä*(co 8 x)^(sin^)4/ l ^ ? 7 ^*(co S x) V(sln**j, 
et examinons **par£ment les deux parties. 



V 
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La premiere integrale, que nous designerons simplement par 

peut dtre decomposee en d'autres integrales, toutes da mime Intervalle d'inte- 
gration. En effet, on pourra la präsenter par la suite des termes: 

4. p n Xdx\f n Xdx\f kn Xix\f %n Xdx\.... 

— -f~/ Xdx-\-( Xdx. 

Deux termes consecutives de cette serie se presentent sous les formes: 

f nn Xdx f im ** n XAx 

(n — |)/r nn 

et ils sont susceptibles de deux transformations aussi simples que fecondes. 
En fesant x=nn — y dans la premiere integrale, eile se change en 

(-l^prp^^r^Ccosr) ^(sin'y) ; 

comme on le trouvera facilement si Ton a.egard a la proprietö *(— n)s= — *(*). 
Dans la seconde integrale nous fesons x = nn-\-y, et eile devient alors 

H)/'' f , + ;^,, *C«r)r(tfr). 

En transformant de cette maniere toutes les integrales (4.), on obtiendra 
l'equation 

= JT'-T^r *(cosy) V(ßhty) -f^-^L-^ <*>(cosy) V^y) 

+'.....■ - • • 

dont la partie ä droite embrasse *>int£grales. En reunissant tous les termes, on aura 

5. f*'-j^*qmm) y(sin 2 ^) = f**Y. #(cosy) 3P(sin*y)<* r , 

Y Ä etant la somme des s premiers termes de la serie 

r = r r ' t r . r 
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Quant a la deuxieme integrale du n°. 3, eile peut 6tre reduite a 

en fesant x = i7ts-\-y. Si on n'a egard qu'aux valeurs absolues, Ies deux 
fonctions * et W sont independantes de s; on pent donc mettre l'integrale 
sous la forme 

f(y) etant une fonclion qui ne contient pas s et qui ne change pas de signe 
depuis y = jusqu'ä y = q. En observant encore que -tttt — zi est Ie maxi- 

mum de t , ,. r t — ^ dans Tintervalle mentionnee, il suit, que la valeur ab- 

r -fdns+y) * 

solue de notre integrale est moindre que celle du produit 

en designant par A la valeur de / *f(y)dy. L'integrale dont il est question (6.), 



peut donc 6tre exprimee par 

IrR 



oü l signifie une quantite entre et 1. 

Ayant attention aux diverses transformations que nous venons d'in- 
diquer, nous pourront maintenant poser l'equation 

=/*"r.*(cosy) rF(stfy)dy±-^£- r - 



Or fesant croitre s au dessus de toute Iimite, Y 9 a pour limite la sorame de 
la serie infinie 

et cette somme est *) 



J^üfc., p = K'-O- 



p*-fsin*j 
Comme de plus 1 > l > 0, et corame les quantites r et Ä sont independantes 



♦) Voyez la note ä la fin. 
Creile's Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 3. 35 
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de s, on aura 

lim. — ttt; — öt = 0, 
et par consequent 

/ Ä 7^*( C08 ^^ sina ^=/ i "^T^* (C08r) * r(si,l2y) - 

Snbstitutiant siny = z, on obtient enfin 

Voilä le premier des theoremes mentionnes ci-dessus. 

Les m&nes transformations peuvent 6tre appliquees ä l'integrale 

o ~ 

et on trouvera sans peine qu'elle est egale a l'integrale 

f* r*(siny) ¥(cos 2 y)dy, 



Y etant la sorarae de la serie infinie 

y | *— y n \y 2n— y . 

Comme on a d'ailleurs*) 

on obtient 

et cela, par la Substitution cosy = s, se change ep 

• ^ 

Les theoremes (8. et 10.) contiennent (comme cas particuliers) des nom- 
breuses formules plus oü moins connues. Si p. ex. on suppose #(ti) = t# et 
?F(ti)=l, on a 

/ x rcosjr , . _ r 

' 

/* jrsinj: , . _ 

■prr-räx =± ^« '. 

' 

*) Yoyez la note. 
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Les suppositions *(n) = u et ¥(u) = j-y— i , ¥(u) = j— -j offrent deux 
autres applications de la formule (10.); elles donnent 

' ' ' 

II ne serail pas difficile de trouver encore beaucoup d'autres formules analogues. 



Note. 

Les formules sommatoires dont nous avons fait usage, peuvent ötre 
demontrees de la maniere suivante. 
Si dans l'equation connue 

/sin* = | a? +<i-i)+l(l + i)+l(i-^)+l(t + i £) + .... 

on remplace x par y-\-r^—\, on aura d'abord 

sina? = \(e r \e~ r )$\VLy\\i--\{?— e~ r )cosy, 
et en egalant entre elles les parties imaginaires de l'eqnation precedente, on obtient 

a. arc tang (£pj cot y) 

t*f* f* 
— arctang arctang — — 7 -f arctang— r- 

Les mömes transformations , appliquees ä la formule 

l»(l + co.«))-2<i-i)+2<l+-£)+2l(t-^)+2l(t+j9+...., 

donnent la seconde expression 

ß. arc lang ( 2 ^~.^ tangy) 

f* f" f 

= 2arc tang— — 2arc tang-^- — f- 2 arc tang ^— - .... 

La somme des expressions a et ß est 



arctang^-ö-: j = arctang — [-arctang _ 

— arc tang — j- arc tang 2 _ 

+ arc tang^pj + arc tang^ 



7 
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De lä oq tire, en differentiant suivant y: 

_ _r r r . r , r 

— r « +jr * r i + («-r) t ^ + (^+r) , " r r t +(2 Ä - r )«T r t +(2Ä+r) « •• 

p = ±(*'-o, 
et en differentiant suivant r: 

$(c r +e- r )ainy y , w — y n\y 2a— y , 

p' + sin'y — rHr^r'+l«^) 1 r'+^+r)* r f +(2n- r )*+ ' ' ' 
Ell posant 

q = *(^+0. 
on a 

et l'equalion precedente se reduil ä 
,? ysiny _ y ■ *—y «+y 2n— y , 

Les formules (y. et <J.) sont Celles qui etaient a demontrer. 



(k&fJcwTUzldMßthmSdBcftä. 
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17. 

Über das Verhalten der Gamma-Functionen zu den 
Producten AquidhTerenter Faetoren. 

(Von Herrn Prof. Dr. jtf. Ohm so Berlin.) 



§. 1. 
Wir nehmen als Definition der Gamma -Function die Gleichung 

I. r x =f<r'.z-*.4z — ffalf.dn, 

ifl welcher wir x stets poeUh (ganz oder gebrochen) voraussetzen. 

Ist x positiv ganz, so findet sich durch tbeilweise Integration unmittelbar 
II. r x = 1 -2*3. ...(*— 1), so wie r 2 = 1 ond T, = 1. 
Ist aber x gebrochen, so verhall sich die transcendente Gamma-Func- 
tion r x au dem Product üquidijferenter Faetoren, wie sich die (tranecen- 
denle) Exponential- Function ** au dem Producte gleicher Faetoren verhält; — 
und wie wir von der Betrachtung eines Productes gleicher Faetoren ausgehen, 
um nach und nach zu den (transcendenten) Exponential- Functionen und deren 
Eigenschaften au gelangen, so ist es naturgemlfs, von den Producten dqiri- 
afferenter Faetoren auszugehen, nm in ihrem Gesetzen, auch die Grundgesetze 
ond die wesentlichsten Eigenschaften der Gamma -Functionen bereits ausge- 
sprochen zu erblicken. 

$. 2. 
Wir definiren nun 

HL a* = *(a-}-r)(a+2r)....(a-f(n— l)r), 
wo n positiv ganz gedacht ist, nennen a" |r eine ganae Factorielle, so wie a 
die Basis, n den Exponenten und r die Differenz derselben, und wir sieben 
aus dieser Definition die Folgerungen 

IV. et* = (a+(»-l).f)^ ; 

V, a m + m *' = «"»'.(«-f *r)" ,r = «•^(a-j-fir)"* 

VI. Ä m ^ ,r == **- — 



(«+(m_fi).r) ,, l , '> 
VIL $■ = (m+mry-+-, 

CMUa't Journal t d. M . Bd. XXXVI. Heft 4. 36 
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so wie (aus (V.)* wenn a-f nr = b gesetzt wird) 

viif — a (6 ' a);r|r 

""• f,n,\r — (a+lftr)C*- )• l 'l ^, 

(wo aber alle Exponenten als positiv ganz vorausgesetzt werden, namentlich 

also auch ——)', 

ix. *■*■ = (x) w|t -A"\ 

also auch 

IVA mir -mf"\ mli ^W-W 

durch welche letztere Gleichung die Factorielle a m|p auf den einfachsten Fall 
derselben, wo die Basis und die Differenz gleichmftfsig der Einheit gleich sind, 
zurückgeführt sich sieht. 

In allen diesen Gleichungen setzen wir aber die Exponenten positiv 
ganz voraus, damit wir es überall nur mit Producten äquidifferenter Faktoren 
zu thnn haben. 

§.3. 
Nun aber nimmt man die Gleichung (VI.) als Definition der Diferenz- 
Factorielle a m ' n| % deren Exponent m — n eben so gut positiv als auch negativ 
ganz gedacht wird, eben so gut Null als 1. — Man untersucht aber mit Sorg- 
falt und findet zu Folge dieser Untersuchungen, dafs für diesen erweiterten 
Begriff der Factorielle a h{r die Formeln (IV. — IX.) noch gelten, obgleich jetzt 
die Factoriellen Quotienten aus Producten äquidifferenter Factoren vorstellen« — 
Die Exponenten dieser Factoriellen sind also jetzt positive oder negative 
ganze Zahlen, oder Null; die Basis und die Differenz einer jeden ist aber 
beliebig, reell oder imaginär. 

In der Formel (VI.) steckt aber nun noch 
X. eP = a; 
XI. rfi'—l; 

Ali. a — (a _ wr)w|r — ( _ r y.|-r * 

während n selbst beliebig positiv oder negativ ganz oder Null ist. Endlich 
ist auch noch für diese allgemeinere Factorielle: 

XIII. a mli} = a m , 
so dafs die Gesetze dieser Factoriellen in die Gesetze der Potenzen (mit po- 
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rittvan oder negativen gtnien oder Null-Exponenten) fibergeben, so oft man 
die Differenz r, =0 tetst. 

«4. 
Hierauf nehme man ans der (II.) und der (IX. 6.) diese drei Definitionen: 

XIV. i" 1 = r l+e d. b. ^ftr'-tf.dz =/ M (log4)'rf*> 

• 

wo 1-f c positiv gedacht ist; 

XV. a" 1 = ^, 

«* a 

wo a und a-f * jKWttfr gedacht sind, und welche die (XIV.) in sich schliefet, 

XVI. et* = K.^^, 

wo r und a und — -f c positiv gedacht sind, während c beliebig gans oder 
gebrochen sein soll. — Im letitern Falle nennt man die Factoriellen gebrochen. 

So wie aber diese Begriffe festgestellt sind, mufs sogleich wieder eine 
Untersuchung angestellt werden, und diese lehrt, dafs die vorhergehenden 
Formeln (V. — XII.) für gebrochene Factoriellen ebenfalls noch gelten, welche 
reelle Werthe auch die Buchstaben nur immer vorstellen, wenn nur die Be- 
dingungen der Existenz dieser gebrochenen Factoriellen erfüllt sind, — dafs 
aber die (IX.), nämlich 

«-" = (*)*•*•. 

nur dann gut, wenn h positiv ist und h m ihren positiven Werth vorstellt; 
während von der (IV.) deshalb zur Zeit in Bezug auf gebrochene Factoriellen 
keine Rede sein kann, weil bis jetzt bei den gebrochenen Factoriellen nur 
positive Differenzen vorausgesetzt worden sind. 

$. 5. 
Um nun aber auch Factoriellen mit beliebig grofsem negativem Expo- 
nenten zu haben, nehme man au* der (V.) als Definition 



XVII. ** = -£— <m +vr)+ = •l^.K. Jta 



)+* ' 



nachdem man sich v positiv ganz und grofs genug gedacht bat, dafs, wenn 

aucbi ujid c beliebig grofe und negativ sein sollten, doch — \-v und — -\-c-\-v 

stete positiv werden* während die Differenz r immer nur positiv vorausgesetzt wird. 

36* 
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Dann aber untersucht nnd findet man aufs Nene, dafe alle vorhergeht** 
den Formeln für diese jetzt ziemlich allgemeinen Factoriellen auch noch gelten, 
jedoch die (IX.) wiederum nur, wenn h positiv ist und die Potenz h m ihren 
positiven Werth vorstellt — Von der (IV.) endlich kann jedoch für ge- 
brochene Exponenten wiederum zur Zeit deshalb noch nicht die Rede sein, 
weil wir bis jetzt noch keine weitern Factoriellen kennen, als solche, die nur 
positive Differenzen haben. — Die Exponenten nnd Basen können dagegen 
beliebig reell- gedacht werden. 

§. 6. 

Endlich nehmen wir die Gleichung (IV.) als Definition der gebrochenen 
(oder ganzen) Factorielle mit negativer Differenz (indem wir in (IV.) a— (n— l)r 
statt a schreiben). — Nachdem diese letztere Definition noch hinzugekommen, 
hat aber die Factorielle o*l r jedesmal eine völlig bestimmte Bedeutung, sie hat 
jedesmal einen bestimmten einzigen und reellen Werth, wie auch a und r und c 
beliebig reell gegeben sein mögen*). 

Untersucht man aber, so findet man auch in Bezug auf die letzter^ 
Definition, dafs alle vorhergehenden Formeln, die nicht ihrer Natur nach gan* 
specielle sind, für alle Factoriellen gelten, während alle vorkommenden Buch- 
staben beliebige reelle Werthe haben, mit Ausnahme der (IX.), die nur gut, 
wenn h positiv ist und h m positiv genommen wird **). 

$. 7. 
Ist v positiv ganz, c aber wie a beliebig reell und endlich, so nfthert 

sich der Quotient i ^ A der 1 desto mehr, je gröfser v gedacht wird, und 
man hat 

XVIII. , * A = 1 für v = +oo. 

Fflr ganze Werthe von c fällt die Wahrheit dieser Behauptung in die Augen, 
un4 Ar gebrochene Werthe von e ist, wegen 

1. (a-f v)* = 4*±i, 



# ) Dafs sich immer fai den besondern Fällen der Anwendung die Fälle als Aus- 
uahmsfille aasscheiden, in welchen Ausdrücke vorkommen, welche die Form £ annehmen, 
versteht sich von selbst 

## ) Dafs Kramp diese Formel (DL) Ar allgemein wahr hält und sie auch anwendet, 
wenn h negativ ist, kann man als die Hauptquelle der Widersprüche ansehen, in weiche 
er sich in seiner „Analyse des röfractiens astrou. et terrestres 1799" verwickelt sieht 
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noch 

Nun hat man aber fQr y = -{-oo, r-* = (i — —Y we il beide Seiten einerlei 

Logarithmen geben, wenigstens fflr jeden endlichem Werth von % % nnd weil 
fBr * = oo <3 v beide Seiten unendlich klein werden. Und da ferner der 
aggregirende Tbeil der beiden Integrale zur Rechten, der noch hinzutreten 
mufs, wenn solche anerst von * = bis *=f, dann aber noch von z=v 
bis an jedem noch gröfsern Werth von z genommen werden, für v = oo offen- 
bar der Null gleich sind, so kann man statt der obern Grenze oo der In- 
tegrale jedesmal* schreiben (wenn y = -foo), so dafs die Gleichung (2.) 
dadurch fibergeht in 

§ 

» 
oder, wenn man — = x seilt: 

/ (1— jr)*-x a + r -».rfx 
± * _ / 



3 - <«w~ /r< *y.*, + , + ^, ' 



*-J%^r, 



X°+r+c-l.Jx 



fftr v = -f oo. — Dafs aber das Verhfiltuifs (der Quotient) dieser letitern bei- 
den Integrale desto näher der Einheit rückt, je gröfser ? gedacht wird, und 
for y = -|- oo der Einheit unendlich nahe kommt, ist unschwer au erkennen. 
Anmerkung. Aus diesem Satze folgt noch 



XIX. a' ,+ * = «% 



so lange a positiv ist. — Denn es ist 

- - Kfr. 

folglich auch 

wenn — = v gesetit wird. Weil nun aber y positiv unendlich grofe wird, so 
oft r = -f— und a positiv gedacht wird, so folgt das Behauptete. 
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Man findet aber auch noch 



XIX.*. ä* 1 "- = o% 



wenn nur a positiv und endlich ist. 

Denn es ist a f, ~^ = (a~(*-l).^ ,+ " = (a — (c_i).l) c = a c . 

Deshalb kann man annehmen, dafs die (XIIL), nämlich a m| ° = «f% auch 
noch für jeden gebrochenen reellen Werth von ro gilt, *o /oii$r* nur a positiv ist. 

§. 8. 
Die Gleichung (V.) giebt daher für r = 1 : 

M ** = rfS*-* fflr " = +°°> 

wo a and « beliebig reell gedacht sind. — Fflr a==i gebt diese Gleichung 
Ober in 

XXI- lc,1 = (I^ir" /C fte " = +«>, 
wo c beliebig reell gedacht ist*). 

Multipliciren wir in (XX.) rechts Zähler und Nenner mit r* ß und die 
Gleichung selbst mit r% und setzen wir r positiv voraus, so ergiebt sich, 

wenn noch — statt a gesetzt wird (nach IX.): 

T 

xx"- * = }?£?&<"? fflr "=+<»' 

dagegen ist, wenn wiederum r positiv, also — r negativ gedacht wird, 

XXm ' aC, " r = R^F'^' fflr " = +«>' 
welche Formel mittelst der (IV.) aus der (XXII.) unmittelbar hervorgeht. 

Anmerkung. Man begreift übrigens, dafs man von diesen letztem 
beiden Gleichungen als Definition der gebrochenen Factoriellen mit positiver, 
dabn auch mit negativer Differenz, hätte ausgehen können. Dann wflrde sich 
aus diesen Definitionen die Gültigkeit der Formeln (IV. — XVII.) haben ab- 



*) Diesen Ausdruck fcur Rechten in (XXI.) hat Gaufs in der Abhandlung vom 
Jahre 1812: „Disquis. gener. circa seriem infinitam etc." im 2ten Bande der Göttinger 
Commentarien durch n c bezeichnet. Es ist also ü e völlig identisch mit i'l 1 , aber all- 
gemeiner als /i+c, sb lange wir anter T e nichts anderes allr das bestimmte Integral in 
CD verstehen, weil ü f nur dann = Ji+<. ist, wenn c zwischen —1 und oo liegt, wäh- 
rend i^ 1 oder üe Ar jeden andern negativen Werth von e auch seine Bedeutimg hat 
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leiten lassen; aber auch da würde man gefanden haben, dafs die (IX.) nur 
gilt* wenn h nnd k m positiv sind. — Wir werden diesen bessern Weg bei einer 
andern Gelegenheit (in einer eignen Schrift) nachweisen. — 

$.9. 
Das Verhältnis (der Quotient) j^ zweier Factoriellen, welche densel- 
ben Exponenten und dieselbe Differenz haben, Ififst sich auf 8 verschiedene 
Arten unmittelbar so umformen (wenn man die (VIII.) und dann auf jede der 
4 Factoriellen die (XIII.) und die (IV.) anwendet), dafs immer Zahler und 
Nenner dieselbe Differenz und denselben Exponenten haben, aber mit allen 
Combinationen der Vorzeichen. Man hat nfimlich: 

q'l r (ft_ r )-ci-r ^ (ft + crr^ r _ (a+(c— i)r)+- r 
TcT* — ( a _ r )-*!-r — lä+crjFI 7 '(*+(*— ')"* , ) eHr 
_ fl (6-a):r|r (a+(c— i ) • r)< — »M—* (b+crf a ~ h W r (> — ry 6 — » r i- r 

Wenn man sich diese 8 Umformungen wohl einprägt, so wird man bei dem 
Rechnen mit Factoriellen kaum mehr Schwierigkeiten begegnen. 

$. 10. 
Der Haupt -Eigenschaft der Factoriellen, welche in der Gleichung (V.), 
nämlich in der Gleichung 

(0) a c,r -(a4-cr) y i r = « r « r -(«+ifry r 
oder (für r = l und a=l, desgleichen e—1 statt <?) 

ausgesprochen ist, kann man sich nun, wenn c gekrochen, v aber ganz ge- 
dacht wird (beide aber positiv oder negativ) bedienen, einmal 

um gebrochene Factoriellen in ganze auszudrücken, wie solches ($.8. 
XX., XXII. und XXIII.) geschehen,— 
dann aber auch 

um ganze Factoriellen in gebrochene auszudrucken, also auch in Gamma- 
Functionen (nach §. 5. XV. und XVI.). 
Dies letzlere ist nun die Quelle der wichtigsten Eigenschaften 
der Gamma- Functionen. 

Jede einfachste Wahrheit nfimlich, die durch eine Gleichung zwischen 
Prodacten fiquidifferenter Factoren ausgedritekt ist, geht dadurch, dafs man die 
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ganzen Facloriellen Coach der Formel (0) oder (()) in gebrochen umformt, 
in eine Vergleichung der Gamma -Functionen über, so lange nur die Bedin- 
gungen der Existent der Gamma- Functionen erfüllt sind. — Jede solche *fe- 
mentarste Wahrheit liefert also eine Eigenschaft der tranecendenten Gamma- 
Functionen. 

Wir wollen dies jetst an einigen Beispielen nachweisen. 

§. U. 
Erstes Beispiel Es ist bekannt, daft sich sin an in ein Product 
aus unendlich vielen Factoren ausdrücken läßt. Nimmt man das analoge Pro- 
duct für sin* 71, dividirt man beide durch einander und hebt man so viel wie 
möglich auf, so erhalt man: 

- sinn ii a"V*(i— a)*\ l , A , 

Setit man nun hier herein (nach §. 10. (O) oder nach VIII.) statt der Quo- 
tienten -t^j- und /j~iLi die ihnen besügüch gleichen Quotienten ( , it-«|r » 

und * 4, \-4|i un ^ k^ 60 *' m * n i dafs weil v = oo die letatern beiden Nen- 
ner (nach $. 7. XYIÜ.) bezüglich die Potenzen r*— und *-* sind, deren 
Product 1 ist, so erhält man aus (1.) sogleich 

XXIV, ^r = o^ u -(l~«)^ 6| S 

sin ofw 

also «och, im Falle 6 and a positiv and kleiner als 1 vorausgesetzt werden, 
(nach. §. 4. XV.): 

TTV SM Off IV-fi-» 

Setit man hier 4 = «-}-|, so erhalt man 

XXVI. tangaa = ^jT'- f 
wo aber « positiy und <C| vorausgesetst werden mnfs. 
Und da (nach V. und XI.) 

XXVII. a* = a-ia+i)-" 1 = «- , «*.(« + e-l) 
ist, so folgt zunächst auch (für a = l und « positiy) 

xxviu. r^ = c.r, ; 

and dann ergiebt sich noch, wenn man die (XXIV.) durch a dividirt and hier- 
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auf a = setzt (in so fern = 7r wird, für ä = 0) 



XXIX. -r^- = i^l*.t-*«V 



also auch (nach XIV.) 



sin 6* ° l *' 



:' i 



wenn nur J<1 und positiv ist. — , Für b = \ wird 

XXXI. n = (Ip 2 oder /; = jfa. 
Und da (nach V.) "' * 

ist, so folgt hieraus noch, (wegen XIV.) 

XXXII. JT n+c -*= iVc"» 1 ; 
also atch (für c=F*4 f ? wegen XXXIJ, :,» 

xxxin. 1;+, = ^.^, 

wsje^e Gleichungen besonders jfoun von Interesse sind, weqn man sich n po-* 
sjjtjv^ganz denkt, weil dann c n{l und l n|2 Producte von n Foctoren vorstellen. 

1,^/S^zt mau lerner in der (XXX.) nach und nach statt b erst — y dann 

2 3 fi— 1 » 

— , — etc. etc., zuletzt , — multiplicirt man alle entsprechenden Gleichun- 

gen mit einander und bedenkt man, dafs 

. 1.2.3 . n — 1 n *^ 

x.t / jWH^-mb— Ä-dn— *...-.. sin -^->* =^ --y*) 

und 

r x v= l 

ist, so erhält man 

xxxiv. ^.r,^.,../;^^ 



p*)*-* 



U. s. w. f. 



fi ■ if " n 



*) ZeHegt man die durch r ausgedruckte ganze Functiori vom n— lten Grade 



in ihre n— i einfachen Factoren (so dafs jeder Factor durch x— cos— £-n — isin — n 

n n 

vorgestellt ist, unter t die /— i und unter fi die ganzen Zahlen 1, 2, 3, n—\ ver- 
standen) und setzt man in der vorstehenden Gleichung 1 statt p, so erhalt man 

M = II 11 — cos — — «— ••sin— — nh 
p=i \ n n ' 

Weil aber 1 — cos— — * = 2(sin-£*) ^und sin— £•« = 2 sfft— ncos-^* ist, so ffeht 
CreUe's Journal f. d.U. Bd. XXXVL k Hüft4. ih ^ * r > ''' ^"'^ ''"'ST 1 " : ; ,!l ' ' "' ! H " 
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§♦ «■ 
Zweites Beispiel. Man gehe nun von der sehr elementaren Wahr- 
heit aus, dafs das Product von 2v Factoren 

«(«r+l)(a+2)(a+3)(a+4) (a-\-2v— 1) . 

sich zerlegt in das Product der v Factoren a(«-f2)(a-f4) (a-\-2v — 2), 

multiplicirt mit dem Producte der v übrigen Factoren, d. h. also dafs ist 

1. «*'ii = fl"i 2 .(a-f-l)»i 2 

oder (nach IX.) = (iT"' 2 '*^!^)* 1 - 2 ''' 

d. h. > 

dafs also der Quotient zur Linken (in N. 2.)? von dem Werthe von a ganz 
unabhängig ist. 

Setzt man nun hier herein statt der ganzen Factoriellen, die ihnen nach 
§.10. ((Q oder tiach (VlÖ.) gleichen gebrochenen Factoriellen; denkt man 
sich gleichzeitig r = ao, um (nach XIX.) statt der Factoriellen mit unendlich 
großer Basis die Potenzen setzen zu können, so findet sich augenblicklich 

3. S-.i-pij— = ^- für v = io, ' 

so dafs auch in (3.) der Ausdruck links, von a ganz unabhängig ist. Wird nun 
hier 1 statt a gesetzt, so erhält man mittelst der Gleichungen (XI. und XXXI.) 

2 r\2 

4 & = W #) - 



der Ausdruck unter dem Pxoducten- Zeichen 17, überm 

2 sin— *r-(sin— ir — »-cos— n). 
n \ n n J 

während das Product der n — 1 eingeklammerten Factoren sin—* — t'-cos — n deshalb 

= 1 wird, weil dißs mit dem Producte je zweier, vom Anfänge und vom finde gleich 
weit' entfernter dieser Factoren der Fall ist; denn sie sind für p = r und ^ = n— r (weil 
sin(*t — z) = sin*, aber cos (n—z) = — coss ist) bezüglich 

sin — n— i-cos— n und sin — rc+i«cos — «. 

*) Multiplicirt man diese Gleichung mit-^='f 2 . / ) für v = oc, und quadrirt 

man sie dann , so erhalt man (nach XXVII.) 

2H 2 *2H 2 „ 

und dies ist der bekpgnte Ausdruck des WdUia i ffc h fi. i m / :f , A r. . : ., ,. > 
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Die Gleiobuag (3.) geht daher Ober* wenn man »noch 2> 'tieft « eetet, in 



5. v>-y*-l^ = ^ 



|2o— 1|1 

«ad; wonn ä positiv (nach XIV.), in 

'" ; : xxxv. n-^Vi = /L^^ 1 ^, 

welche Gleichung ebenfalls eine bekannte Eigenschaft der Gamma-Functionen ist. 

§. 13. 
Driftet Beispiel. Man gehe von derselben Eigenschaft der Produkte 
äqidifferenter Factoren aus, welche eber jetzt in der allgemeinern Gleichung 

l. ., tFW.= ^K*+iy , "*(*+a) r ^^.-(H*-^W ^-.- 

ausgesprochen ist (nAmKch, dafir sieh solche Producte durch Versetacrog ihrer 
Feetoren am : Werthe nicht andern) und reducire (nach IX.) die Fectoriellen 
mit der Differenz n euf solche mit der Differenz 1, eo dafs die Gleichung (1.) 
übergeht, wenn men gleichzeitig na statt b schreibt, in 

9 (lia)" y l l _ nr 



^••(«4)"'(-+F--(''+ i ? i )' 



Substitatrt man nun hier herein wiederum statt der ganzen Factoriellen 
(na«h §*10.--.(Q odeir nach VUI.} ihre Ausdrücke ig gebrochene FaetprieUeo, 
so ergiebt sich, wenn gleichzeitig y = oo gedacht wird, augenb^klich 

so defs der Ausdruck links, von a unabhängig wird. Ist nun a positiv, so 
geht dieser Ausdruck zur Linken ftber in - 

a+— a+— <H 

, .& ' . 4*. H * j ' ' ■ ■ -4 . i i " ,' - 

30 ditfs dieser letztere auch von a unabhängig ist. Weil solcher aber nach 
(XXXIV.) für fl = -^ den Werth (27i)* n - l l^n wnimmt^ so folgt hieraus 

xxxvi. r a r r r 2 . . . r H _ t = r^-nr"***-^)* 1 ^ 

in welcher Fordet die (XXXV.) (für *=2) eis eia besonderer JPsJl ent- 
halten ist. r-. ;.•■• - . •".• ■-.;• *•..•:■■•- .. -,v- - :..: . .... ',}>'■ 

37* 
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Anmerkung. So sehen wir diese bekannten, aber bis fährt riemlich 
isolirt stehenden Eigenschaften der Gamma -Functionen, in einer so vernunft- 
nothwendigen organischen Gliederung erscheinen, dafs sie nun als vollkommenes 
Gemeingut der ersten Elemente des Calculs angesehen werden können. — Diese 
letztere Behauptung rechtfertigt sich aber noch mehr, sobald man folgendes 
noch erwägt: 

A. Die Formel 

1. b»« 1 = • c " ,l .(*+l) t "*.(*42) e| - .... (* + n— Irl- 
and, natürlich auch der besondere Fall von ihr^ wo »==2., nämlich 

2. b* = **.(*+ tyi% 

von welcher (oder von welchen) wir, indem wir c wie n , positiv ganz uns dach- 
ten,, in denbeidep vorhergehenden Paragraphen, als voll der einfachsten Eigen- 
schaft der Produote ausgegangen sind«, — gilt (oder gelten) auch noch, wenn c 
beliebig reell ist (ganz od^r gebrochen, positiv oder negativ), wie die 
Anwendung der Formel (XXJL) unmittelbar ppf das- überzeugendste erken- 
nen lafst. 

B. Diese Formeln (1. und 2.), für gebrochene Werthe von c aufge- 
fafst und für 6 = 1, sind nichts anders als eben diese zwei zuletzt erwähnten 
Eigenschaften der Gamma -Functionen, wie solche in den Formbin (XXXVI. 
und XXXV.) tt finden^ind. Die (f.) geht nüttrfich^fcbbaH man ö- — * statt i 
setzt, sogleich (nach XV.) Über in 

i ■ r a • t i • r 2 • • . »t »_* 

_ ** a - ft w<1 -" ' " Il_~ n - w 

Tb Tb ' Tb+1 ' Tb+% .... J ft+n-l 

n ' n n . n . .. 

'•• ' .*'.i." :?•■"" V'-' ■' . ■. . .'"*•• , l 

C. So wie also z. B. in der Eigenschaft , 

der Producte gleicher Factoren, sobald man sich m und n gebrochen denkt, 
eine Eigenschaft der Wurzeln ausgesprochen ist, — dieselbe Gleichung aber 
Eigenschaften der Sinus und Cosinus ausdrückt, 'so oft man sidh m und n 
imaginär und ' von der Form ä?«yM und z-)[— i denkt und a=e nimmt, — 
eben so drückt jede einfache Gleichung zwischen Producten äquidifferenler 
Factoren, sobald man sie in Factoriellen- Zeichen schreibt, und statt der 
(anfänglich ganz gedachten) Exponenten nun gebrochene Zahlen sich denkt, -~ 
gleichzeitig Eigenschaften der Gamma - Functionen aus. i- nhv 
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Dafs aber dieselbe Formel, die tut ganze Exponenten gilt, auch noch 
für gebrochene Exponenten wahr sei, — mufs natürlich jedesmal, besonders 
nachgewiesen werden. 

Wir woHen mm noch einige andere Betrachtungen anstellen. 

§. 14. 

Setzt man in die Gleichung 

(i+orr.(i+.^ = (i+^r & . 

statt der. Potenzen die, ihnen gleichen, nach ganzen Potenzen von x fortlau- 
fenden Binomialreihen, — multiplicirt man die beiden Reihen zur Linken, nnd 
vergleicht man mit einander die Coefficienten der nten Potenz von x, so er- 
hält man eine Vergleichung der Binomial- Coefficienten, welche, wenn man 
mit 1-2-3-4....H (welches Product wir der Kürze wegen stets dnrch n! be- 
zeichnen wollen) multiplicirt, zu einer Vergleichung zwischen Factoriellen mit 
Äer Differenz — 1 führt, die aber in eine Vergleichung zwischen Factoriellen 
mit der beliebigen Differenz r übergeht, sobald man die Gleichung links und 
rechts mit (— r) n multiplicirt und, da es lauter ganze Factoriellen sind, die 
Formel (IX.) in Anwendung briagt. 

Die so erhaltene Gleichung ist dann folgende: 

XXXVII. {a+b)^ = -fWö^.ft»''), 

(*i?0',Wb, »i, *2? %i • •■*• *hy • ••• die Binomial- Coefficienten der nten Potenz 
irgend eines Binomiums vorstellen. Dies ist der sogenannte binomische Lehr- 
satz für FactörieUen, der für r = 0,in den gewöhnlichen binomischen Lebr- 
Mta für Potenzen, übergebt. — In dieser Gleichung (XXX VII.) sind a und b 
ganz beliebig reell oder imaginär gedacht, aber n positiv ganz *). 

♦) Für r = 1 und b, so wie a positiv, geht dieser Satz (nach XV.) über in 

r a\ r a +b+n *s */ r , q +w -.t'F6^\ 

Zu derselben Gleichung wird man aber auch geführt, wenn man yon dem Euler sehen 
Integral erster Classe * 

fPa,b = / X "" 1 ^ — X) b ~ l -dx 

• • . / •■ . ■ § . . • • , . . 

ausgeht, die Düffbitontial -Function •.: zur Rechte^ aber mit 
multiplicirt. Man erhält dann sogleich 
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So wie maö sich n nicht positiv ganz denkt, wird die Reihe «ur Rechten 
(XXXVII.) (wenn nicht etwa b ein entgegengesetztes Vielfaches von r sein 
sollte, oder n negativ ganz und a ein directes Vielfaches von r) eine unend^ 
liehe, da die Beschränkung h = n nun wegfallen unifs?* and es fragt sich nun, 
ob diese unendliche Reihe 

(Ä) • • • ^(»rfl n - 6, :-^ ,r ) : , 
wo B nach und nach und alle positiven ganzen Zahlen vorstellt, — noch 
immer der Factorielle (#-[-&)" |r gleich sein wird, wie dies dann der Fall ist, 
wenn man n positiv ganz nimmt (weil dann die Binomial-Coeracientep n* 
alle der Null gleich werden, so oft fc>n genommen wird, so dafs d\e un- 
endliche Reihe (A.) sich nun auf die endliche der (XXXVII.). reducirt). — 
Wir werden aber finden: 15 

1) dafs diese unendliche Reihe (Ä.) wirklich allemal =(a-{-ft) n,r ist, so oftr 
negativ ist und die Reihe convergent, — welches letztere allemal und nur dann 
der Fall ist, wenn gleichzeitig mit der Differenz r auch r — a — b negativ ist; 

2) dafs dagegen dieselbe unendliche Reihe (Ä.) 

. a ' . (a + b . \ 

l " Ty; . ra , v ; tf+4 
sm( — \-nj7i-sm — - — n 

• * 
sein wird , so oft r positiv ist, und wenn die unendliche Reihe (&) convergirt, 

welches letztere allemal und nur dann der Fall ist, wenn zugleich mit r auch 

r—a — * positiv sich findet. • *; •;:• 

Dieser letztere Ausdruck zieht sich aber auf seinen ersten Factor (a*\-bY* r 
allemal zurück, so oft n positiv oder negativ gen* ist, oder k ein positiv 
oder negativ Vielfaches von r. > 

Die folgenden Paragraphen sollen dies alles aufser Zweifel stellen. 



also für n = 1, 2, 3, etc* 

<Pa t b = Va+l,* + 9>a,6+l5 

<)Pa,* = 9>a+3,6 + 3-<)Pa+2,6+l+3«<JPa + i,6 + 2 + ?>a,6+3; 

u. s. w. 

Und diese Gleichung (Ä.) geht sogleich in die vorhergehende Gleichung (J.) über, 
"" man die Eigenschaft der Function qt> riu Hilfe nimmt, nach weicht' 

((7.) ^ . £ü -., 

ist. ••'' :;.';. ■• . ;■ 

Von der Gleichung (2?.) ausgehend, kapn man also auch den binomischen Lehrsatz 
für Factoriellen erhalten, welches Verfahren jedoch nicht zu rühmen sein dürfte. 
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§. 15. 
Stellen wir uns zunächst die Aufgabe: 
Die Sumnre der unendlichen Reihe 

in dem Falle zu finden, in welchem sie convergent ist*). 

Man hat nach den vorher entwickelten Formeln, namenilich aber nach 
den wichtigsten derselben, nämlich nach der (V., VI. und XII.) 

i. ^ = ^. ( ,+.r)-> = (i+l> ;;^ - <-».<-* hk)> - 

2. „ _ ■<%. = (-ly-tjp. wo ii -i», 

abo wird die Reihe (Ä.) so; 

.•j. ^ b! (— a — (n — l)-r)*l r /' 

oder, w$nn man rechts Zähler und Nenner durch r* dividirt, dabei die Formel 
(IX.) anwendet (welches, da h positiv ganz oder Null ist, geschehen kann) 
und noch 

4. — n = a; — = ß, sowie — ^ — — (n — 1) = y 

setzt, 

Nun ist aber diese letztere unendliche Reihe genau die von Gaufs in der oben 
bereits angefahrten Abhandlung (1812) behandelte, und wir wissen aus dieser 
Behandlung, dafs sie nur dann, aber. dann auch allemal convergent ist, so oft 

y — a — ß d.h. 1 — ^— oder r ~~" * ~ positiv ist, also wenn r mit r — a — b 

entweder zugleich negativ, oder zugleich positiv ist. 

§. 16. 
Suchen wir nun die Summe 

6. . S r der unendlichen Reihe Jg (" ^ ) = *\hr 



*) Warum man hier (wie allemal, wo von Werthen die Rede ist, welche für specielle 

Werthe eines Buchstaben dadurch hervorgegangen sind, dafs man etwa — = oder dergl. 

gesetzt hat) die Bedingung ddr Convergehz stellen müsse, die aüfserdem sehr tiber- 
mssiff ist, geht aus pag, 20 N. 23> d« „Geistes der Diff. und Integral- Rechnung etc. 
Erlangen 1846." hervpr. .,.;..;.... *. • . , 
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Da diese Summe dem allerersten Gliede 1 der Reibe sich desto mehr nähert, 
je gröfser y gegen a und ß ist, so kommt afles darauf an, & r in S Y+1 aus- 
zudrücken, um mittelst dieser Relation auch S Y in S Y+V ausdrücken zu können, 
wahrend S y+y = 1 wird für v = od. — Man thut aber gut, statt der unendlichen 
Reihe stets eine Reihe von fi Gliedern zu nehmen, für diesen Fall die Rechnungen 
zu machen, und zuletzt erst fi= <x> sich zu denken, um mit der Gonvergenz der 
Reihen nicht Schwierigkeiten zu haben, während ü\e endlichen Reihen, weqn 
man sich der so höchst einfachen „Theorie der combinat. Aggregate" bedient, wie 
solche im 2ten Theite des „Versuchs /eines etc. etc. Systems der Mathematik, 
2te Auflage," entwickelt steht, dann genau dieselben bequemen Rechnungen geben, 
wie wenn die Reihen unendliche sind. — Wir wollen uns jedoch hier dieses 
Rechnungsvortheils begeben, bekommen aber dadurch an einer Stelle die Diffe*- 
renz zweier unendlichen Reihen, die beide unter den gemachten Voraussetzungen 
nicht nothwendig convergent sind. Der geneigte Leser wolle also, im Falle sich 
ihm Bedenken ergeben sollten, die Rechnungen mit endlichen Reihen wiederhole». 
Man findet, indem die Glieder der Reihe F ai ß >Y mit y — a — 1 = 
(y-^j_i)_(a-fB) multiplicirt werden, zunächst 

y—g—j _ 

und, wenn man hier y — 1 statt y und ß — 1 statt a, *so wie a statt ß schreibt, 
und wenn man bedenkt, dafs die beiden erstem Elemente in F stets mit einander 
vertauscht werden können, 

q y — ß~~* w jp " . 

folglich, wenn man diese beiden Gleichungen mit einander multiplitfrt, 

o Ä 

Ferner findet sich, wenn man die (6.) mit _. multiplicirt, und das Product 
von der (7.) subtrahirt, 

10 y—*—ß & jp > 

lü - r ^i — ^Ay — ^•-i,/?-i,y-i- 

Wird nun in (9.) y + 1, statt 7 gesetzt, und das Resultat mit der (10.) ver- 
glichen, so findet sich noch 

11 w — (r—*Hr —ß) & ' ' ' 

«• *a, ßi y — r;(r _ a _ ß) ;f f.Ar+1» 

welches die wichtige von uns gesuchte Relation ist. 

Setzt man nun in sie sttttry nach und nach y\ 1, y -f;2, . „.,-. y+r — 1, 
und' multiplicirt man die entstehenden Gleichungen alle mit einarider und mit 
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der (11.) , nimmt man mietet y = co, damit i^, y +,= 1 wird, ao hat man 

12. # %Ar oder ^- ^^qgg 1 für r— . 

Diese ganzen FactorieDen kann man nun aber nach §. 10. (0) oder 
nach (VIII.) sogleich wieder in allgemeinere Factorlellen umformen, and man 
tndet dann ohne Weiteres 

Dies Resultat in die (5.) substituirt, nnd wenn statt a ß ß, y wieder ihre 
Werthe ans (4.) gesetzt werden, giebt dann unsere gesuchte Reihe (Ä.), Bimlich 

welches in allen FlUan, wo r nrit r—a—i einerlei Voneichen hat, die 
Summe der vorgelegten (convergenten) Factoriellen- (Binomial-) Reibe ist. 

§. 17. 
Ist nun 
1) r negativ , also —rpoeitiv^ so kann man in dem zuletzt gefundenen 
Ausdrucke, Zahler und Nenner mit (■— r) n urtdtipliciren und die Formel 
(EL) anwenden, und dann geht sogleich 

XL. Xfa.*-***") = («+»)" 1 ' 
hervor. 
Ist dagegen 
3) r /Mufti*, so gut diese» V erfahren nicht mehr (weil die (IX) nur gilt, so 
lange das dortige h positiv ist) und man kann dann die (XXXIX.) so schreiben: 

*>Da(ua*VIL) (^^.—^ nnd (r-a-fl**- ^^ tot, to kann 
man die so eben gefundene Summe auch so schreiben: 

und dies stimmt geaaq mit dem Ton Qaufs in der angeführten Abhandlung Ar dieselbe 
Summe gefundenen Ausdruck 

überein. 

Sind j>, f—a und y— £ aneb noch positiv, so geht dieselbe Summe nach f. 4. (XIV. 
oder XV.) über in r r 

Crelle'i Journal td.M.Bi UXVL Htft 4. 38 
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o—r* 

(iY ,1 .( 1 _«)-" , 

d. h. (n.ch ix.) = (a+6r ' r V«4iy^L^y-^ 

oder (nach XXIV.) a ,-«+» x 

•in — Jt-ibn — i — \-h )n 

xli. ^(*H.«-*' r .o»io = («4. *)"!'._£: — v v r , ; . 

*(i+,,)**£±!„ 

Alles dieses ist aber im §. 14. behauptet worden und nun strenge erwiesen. 

§. 18. 
Namentlich ist also (far r=— 1 und r = -fl) 

XLEL ^(tVÄ-»! 1 .*« 1 ) = (a+*r M 
fQr jeden beliebigen reellen Werft von n, wenn nur, der Convergenz wegen, 
a-\-b-\-l positiv ist; nnd ferner ist noch 

am. *(%.*-•*■> - («+»r"- £:+£% + +t« 

fttr jeden beliebigen reellen Werth von n, wenn nur, der Convergens wegen, 
1— a— b positiv ist.— Dieser Ausdruck zur Hechten ist aber wieder von 
(«-f b)"* 1 nicht mehr verschieden, so oft b oder » positiv oder negativ ganz ist. 

Diese Resultate (XLI. und XLU1.) irgend wo bereits gesehen au haben, 
erinnern wir uns nicht. — Kramp halt die Gleichung (XL.) noch fitr allge- 
mein wahr, eben sowohl für negative wie fOr positive Werthe von r, welches 
jedoch, wie wir so eben gesehen haben, ein Irrthmn ist. — Gauft endlich hat 
in seiner, oben angefahrten trefflichen Abhandlung nur die einfachste Facto- 
Helle l* 1 ?- betrachtet, und diese nur aus dem Gesichlspuncte einer tranacendenten 
Function IT C von c. Von diesem Standpuncte ans konnte der binomische Lehr- 
satz far Factoriellen gar nicht in Untersuchung kommen, obgleich das Materia) 
dazu auch in dieser Gaufrischen Abhandlung nicht vergebens gesucht wird, 
sobald man nur dam den einfacheren und freieren Standpnnct erwählt hat 

§. 19. 

Zu den einfachsten Mitteln bestimmte Integrale auszuwerfen , gehört 
noch immer die Umformung der Differential -Function in Reihen, die nachfol- 
gende Integration dieser letzteren swischen den vorgegebenen Grenzen, und 
die endliche Summation der gewonnenen Resultate, um das Endresultat wie- 
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deram in endlicher Form so erhalten. — Aus diesem Gesichtspuncte haben 
Kramp (1799) nnd Gaufs (1812) in den oben angefahrten Abhandinngen eine 
Anzahl bestimmter Integrale, der v erstere.in die Binomialreihe für Factoriellen, 

der letztere in die von ihm behandelte Reihe Jg (° ffi ) (anf welche sich die 

erstgedachte Binomialreihe zurückführen lfifst) ausgedrückt, während bei beiden 
die Snmmation dieser Reihen in gebrochenen Factoriellen führt, nnr dafs sie 
Gaufs weder so nennt, noch so bezeichnet, als Kramp es gethan. — Wir 
berühren dies hier nnr als etwas bekanntes, heben aber besonders hervor, a 
dafs anf diesem Wege eine gröfsere Anzahl bestimmter Integrale in ge- 
brochene Factoriellen also auch in Gamma-Functionen ohne Weiteres sich 
ausdrücken lüfst, nnd däfk deshalb die Theorie der Factoriellen auch 
die wichtigsten Eigenschaften jener neuen. Traneeendenten in sich 
schliefst, also z. B. auch die Eigenschaften des von tritt oben durch <p mtb 
bezeichneten Eul er" sehen Integrale lter Klasse P x a "\\—x)^ l dx. 

Auch die numerische Berechnung der Gamma -Functionen entwickelt 
sich am einfachsten und naturgemüfeesten, wenn man sie ans dem Gesicbts- 
pnnete der Factoriellen betrachtet. 

Wir wollen jedoch dies alles, wie so vieles, was sich noch daran an* 
reiht, hier nicht weiter verfolgen, sondern eine ausführlichere Behandlung einer 
eigenen Schrift aufbewahren. Unser gegenwlrtiger Zweck ist erreicht, wenn 
diese kleine Abhandlung beitrügt, das Vorurtheil zu entfernen, naoh welchem 
die Behandlung der allgemeineren Factoriellen, als aggregirender Bestandteil 
der Elemente der Analysis deshalb erlassen werden könne weil sich alle 
Factoriellen auf die einfachste derselben l c|1 oder II e zurückführen lassen, 
d. h. anf eine Function eines einzigen Veränderlichen. — Hit gröAerem Rechte 
konnte man aber dann ans den Elementen auch den Gebrauch der Potenz x* 
entfernen, weil sich alle Potenzen anf die natürliche <P zurückführen lassen, 
d. h. auf die Function eines einzigen Veränderlichen, in so fern e als Basis 
der natürlichen Logarithmen ein bestimmter Ziffernwertb ist. 

Je mehr die Wissenschaften mit der Zeit aus einander gehen und sich 
vereinzeln, desto mehr thut es Noth, dafs von Zeit zn Zeit der Versucü ge- 
macht werde, ob sich nicht das scheinbar Vereinzelte und Getrennte auch wieder 
einem organisch gegliederten Ganzen anreihen lasse. Erst nachdem dieses geglückt 
ist, kann man sich des sicheren und bleibenden Besitzes desselben erireuen. 

Berlin, im Mir* 1848. 

• 38 # 
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18. 

Untersuchungen Aber die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. 

CVon Hrn. Dr. Ottmger, Prof. ord. an der Universität zu Freibarg im Br.J 

(Behlufc de» AeftaUet Ne> U. ud Nö. 91. im Wien, Ne. IT. ud «. im SOter, M«. 8. Im SUen 

nad No. 14. in diesem Bude.) 



Se 46. 

Mßie in dem vorigen Paragraph gefundenen Gleichungen geben das Mittel, die 
Frage so entscheiden: Ist es vorteilhaft eine Summe S f die im günstigen 
Fall bei der Wahrscheinlichkeit w t =^— gewonnen und im ungünstigen FaU 

bei der Wahrscheinlichkeit ir 2 =— verloren werden kamt, um deren Besitz 
öder Nicht- Besitz es sich also handelt, an ein einseines Unternehmen zu wa- 
gen, oder sie auf mehrere (*), Unter den nimlichen Bedingungen im Gelingens 
und Mifslingens, » vertheile»? 

Der jedem einielnen Unternehmen zuzuweisende Tfceil sei x = —. Die 
auf einmal zu wagende Summe ist also S — nx. Um nun die Frage zu be- 
antworten, tat nftthig, den Werth der subjeetiven Hoffnung fBr beide Fälle zu 
ermitteln und unter sich zu vergleichen. 

Setzt man die Stimme auf einmal, so hat man die* Aassicht, entweder nx, 
oder Nichts zu erhalten. Der Werth der subjeetiven Hoffnung in Beziehung auf 
den Besitz K ist demnach, wenn man die Gleichung (1.) %. 45* nimmt: 

J JL+nx 
Vertheilt man die Summe £= nx auf n Falle, so können entweder alle, oder 
•— 1, oder » — 2, .... 3, 2 i 1 günstig sein. Man kann also entweder n. 
oder *— 1* oder n— 2, #«.. f oder lmal die Summe x, oder Nichts erhalten. 
Die Wahralpinliehkeiten, diese Gewinne zu erlangen, sind 

Hieraus ergiebt sich, auf dieselbe Weise wie in (1.), för den Werth der sub- 
jeetiven Hoffnung in den aufgezählten F Allen: 
mm n C dx , ,_* f dx , rrf-* „_ 2 2 f &r 



' H1 *** Mit«,«-* f bX I Miflirf-« / BX 
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•dar, anders ausgedrückt: 

Der Wertb der in den Klammern (Nr. 20 eingeschlossenen Reibe ist offenbar 
gröfser als (a> 1 -{-t0a) ,, ~ 1 = 1, folglich ist auch der Wertb von (2.) gröfser als 
der von (1.)* Dasselbe bitte sich ergeben, wenn man die Ausdrucke (5. und 6. 
§. 45.) zu Grand gelegt hätte. Für diesen Fall ist der Wertb der subjectiven 
Hoffnung in Beziehung auf dm Besitz K: 
3. B aa w x \o%(K-\- nx) und 

4. h = i^riog(ir-f «x)-f m^r 1 ^! log («+(»— \)*) 

•--- + ^»l^logCK+(n-2)x) + .... 

Werden die Ausdrflcke (3. und 4.) in Reihen entwickelt, summirt und ver- 
glichen, so ergiebt sich auf gleiche Weise, dafs der Wertb von (4.) gröfser als 
der von (3.) ist Es ist einleuchtend, dafs der Wertb von (2.) den von(l.) 
im so mehr Obertrifft, je gröfser n ist. Dies rechtfertigt folgende Behauptung: 

5. Der Wertb der subjectiven Hoffnung ist gröfser, wenn eine zu wagende 
Summe auf mehrere Fälle vertheilt, als wenn sie auf einen einzigen ge- 
wagt wird; vorausgesetzt, dafs nach den obigen Bedingungen die Wahr- 
scheinlichkeit des Gelingens im einzelnen Falle unverändert dieselbe bleibt. 

6. Der Wertb der subjectiven Hoffnung ist um so gröfser, je gröfser die 
Anzahl der Falle ist, auf welche die zu wagende Summe vertheilt wird. 

JSs ist demnach rathsam, grofte Summen nicht auf einmal zu wagen, 
und seinen Besitz nicht auf einen Punct zu concentriren. Ein Speculant wird 
es vorzuziehen haben seinen Besitz, oder einen groben Tbeil davon, nicht auf 
einmal aufs Spiel zu setzen, sondern nach einander, oder gleichzeitig, auf ver- 
schiedene Weiser 

Diese Resultate unterscheiden sich wieder wesentlich von denen in 
(f. 41«). Per Wertb der obfecüven Hoffnung kennt keinen Unterschied. 

Ea lAfst sich nun auch die Frage entscheiden, ob es rathsam sei, in 
Assecoranz- Gesellschaften zu treten, um [sich dqrch eine bestimmte Einlage 
gegen künftigen Schaden zu sichern. 
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Ist K der Besitz einer Person, welche die Summe 8 sicher gewinnen 
kann, wenn sie sich durch Einzahlung der Summe B In eine Versicherungs- 
gesellschaft gegen möglichen Schaden schützt, so ist der künftige sichere Besitz 

1. K+8-B. 
Ist die Aussicht vorhanden, die Summe £ mit der Wahrscheinlichkeit w^ zu 
gewinnen und mit der Wahrscheinlichkeit l — wi = w 2 zu verlieren, so ist der 
Werth der suhjectiven Hoffnung nach (7. und 8. $. 45.) 

2. H = t*Jog(X+ #)+*>, log(ff— 8) 
oder, nach (10. §.'45.), 

3. H = logJf-fCt^ — ^)^~ (»^i+^^ + C^i — «**) 3Xr — 

Der Werth von (1.), durch Logarithmen ausgedrückt, ist 

A H — ImrJT i S-B {S-B)> , (S-By 

4. ^ = logÄ-f-— ^ ——-^—jp .... 

Wird der Werth von B nach der Gefahr, die zu versichernde Summe 8 zu 
verlieren, bestimmt, so ist nach (3. §. 38.) B = t0 2 & Wird dieser Werth 
statt B.in (4») gesetzt, so geht dieser Ausdruck Ober in 

5. H x = logJL-f--£ _i— +.-J-J — 

Der Werth von (5.) ist offenbar gröfser als der von (3.). Es zeigt, sich also, 
dafs der Eintritt in Versicherungsgesellschaften zum Schutze gegen möglichen 
Schaden vort/kmthafl ist. 

$. 47. 

So wie der Werth der subjectiven Hoffnung in Beziehung auf Indivi- 
duen ermittelt wurde, kann er auch in Beziehung auf Versicherungsgesell- 
schaften, den Theilnehmern gegenüber, untersucht werden. 

Das Vermögen einer Gesellschaft sei K 9 die zu versichernde Summe 8; 
u>, die Wahrscheinlichkeit, dafs das Unternehmen glücklich ausfalle, oder die 
Einlage zu behalten, w 2 = l — Wi die entgegengesetzte, oder die, daft das 
Unternehmen mifslinge und die Summe ausgezahlt werden müsse. Die Einlage, 
welche der Einkäufer der Gesellschaft zu zahlen bat, sei B — w 2 S; nach dem 
HaaJbe der objectiven Hoffnung (3. §.38.). 

Endet das Unternehmen günstig, so kommt die Gesellschaft in den Be- 
sitz K-\-B=zK-\-w 2 S. Endet es ungünstig, so hat sie die Summe £ zu 
zahlen und ihr Besitz wird B — (S—B) = K — (S—w 2 B) = K—u> i S. 
Demnach ist der Werth der subjectiven Hoffnung für die Gesellschaft 
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Nun 10t unter diesen Voraussetzungen, nach (11. §. 45.) , der Werth der sub- 
jeethren Hoflfcung kleiner als der ursprüngliche Besitz Soll daher eine Gesell- 
schaft nicht zurückkommen, so mufs dieser Unterschied so der oben beieich- 
neten Einlage, welche durch die objective Hoffnung bedingt wird, aufgehoben 
werden. Nennt man diesen Znscbufs D, so ist 

1. D .«* K-(K+ WiSr^K-WiS)»*. 
Hierana ergiebt sich für die Gröfse des Einkaufspreises M: 

2. M = B+D = WtS+K-iK+WtSr^K— w.S)^. 
Entwickelt man das Product rechts in der Gleichung (1.) in Logarithmen und 
vergleicht das Resultat der Entwicklung mit log JE, so findet sich 
3. w i \og(K^w 2 S)^w 2 lag(K—w l S) 

— IOgA ^ + ftf 4J? +•••• 

Daraus folgt, dafs sich der Werth von (Jf-f- w 2 S)^ (A. — u> t S) w * der Gröfse K 
um so mehr nähert, je stlrker die Reibe (3.) convergirt. Die Convergens von (3.) 
ist bei unverändertem u> t und w 2 um so gröfser, je gröfser K im Verhältnisse 
su & ist. Je näher aber der Werth von (K «f w t S) w * (K— w x 8)"* der Gröfse K 
liegt, desto kleiner wird D in (1.) sein. Dies führt zu folgendem Satze: 

4. Eine Gesellschaft kann um so leiohter die Versicherung einer Summe 
übernehmen, je gröfser ihr Besitz im Verbfiltnifs au der versicherten 
Summe, oder je kleiner die versicherte Summe ist. 

5. Der Einkaufspreis, welchen eine Gesellschaft fordert, kann um so nie- 
driger gestellt werden, je gröfser der 6esitz der Versicherungsbank ist. 

Für Jeden, der eine bestimmte Summe versichern will, ist es daher vor- 
teilhaft, mit einer Gesellschaft von nicht geringen Mitteln in Verbindung zu treten. 

Keine Gesellschaft wird eine Versichertang ohne Aussiebt auf Gewinn 
oder Lohn für ihre Mühe übernehmen. Macht sie denselben von bestimmten 
Procenten (0,0/0 der zu versichernden Summe Ä abhängig, so ist der Ein- 
kaufspreis sammt diesen Procenten: 
6. M l ^m^8.0,0p^w i S+K^(K+w 1 8) w (K — w i S) w ^0,0p.S. 

Die Summe 20 000 z. B. soll bei einer Gesellschaft, die ein Vermögen von 
100000 G. besitzt, versichert werden. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das Unter- 
nehmen glücklich ausfalle, ist 4, Nach (2.) ist die Gröfee des Einkaufspreises 

M » 100000 -^9900000000+ 10000 =10502. 
Hitte die Gesellschaft ein Vermögen von 200000 G., so wire der Preis nach (2.) 
10261. 
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Endlich kann min fragen, ob es vorteilhafter sei, sich mit Andern sa 
yerbinden^ om eine Summe zu wagen, oder ob besser, allein aliquote Theife 
dieser .Summe einzusetzen. 

n Personen treten su einer gemeinschaftlichen Unternehmung susaa»*» 
men. Jede giebt das Capital K her, so dafs das Gesammtoapital *K ist. Me 
Summe &kann mit der Wahrscheinlichkeit tr* gewonnen und mit 10, = !— w t 
verloren werden. Wie grofs ist der Werth der subjeoüven Hoffnung ftr den 
Einseinen? 

Aus (13. f. 45.) erglebt sich für den Werth der subjectiven Hoffnung 
in Besiehung auf das Gesammt- Capital: 

und hieraus folgt für jeden einzelnen Theünehmer 

7 g = (itjr+jr'(wjr-sr* _ (nK+sr>(nK— sy« 

1 n n w *.n w * 

Der Werth der subjectiven Hoffnung einer Person, die mit einem Capitata K 
die Summe — • unter den nimlicben Bedingungen gewinnen oder verlieren 
kann, ist 

Ea ist also «wischen (7. und &) kein Unterschied, und die Verbindung mit 
mehreren Personen zur Ausfahrung eines gemeinschaftlichen Unternehmens hat 
weder Vortheil noch Nachtheil. 

Das Zusammentreten au Gesellschaften kann aber dann einen entschie- 
denen Vortheil haben, wenn die Mittel des Einzelnen zur Ausfahrung eines 
Unternehmens nicht hinreichen. Rächen sie hin, so kann es aus andern leicht 
begreiflichen Gründen vorteilhaft sein, nicht einer Gesellschaft beizutreten, 
sondern das Unternehmen allein auszufahren. 

§. 48. 
Hierher gehört endlich ein Problem, welches Nicola** Bernoulü in 
einem mMonlmort gerichteten Briefe vom 9ten Sept. 1713 aufstellte, der in 
Montm. Essai d'anaL s. L jeux d. has. II M. Par. 1704 pg»401 abgedruckt tat 
Es hat die Aufmerksamkeit der Mathematiker erregt. Dan. Bernoulli (Comment. 
Academ. scient imperial; petropolit. T. V ad annos 1730 et 1731 pg. 181 seqq. 
specim. theoriae novae d. mensura sortis), Kramer (a.a. 0. pg. 189), Laptoce 
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{Thiot. «dal. d. probab. pg> 239 3 mt öd.) 9 Lacroix (Wahrscheinlichkeits- 
Becltitang f , 74.) haben 60 behandelt. Es ist aueh unter dem Namen „Das 
Petersburger Problem" bekannt (.Laer. a. a. 0.). Dasselbe wird gegenwärtig 
«arter folgender Form gegeben; 

A and spielen mit einander. A wirft eine Münze in die Höhe, die mit 
Kepff-nnd Wappen bezeichnet ist und iahlt an B zweimal eine bestimmte Einlage, 
wenn das Wappen beim ersten Werfe; viermal wenn es beim zweiten, achtmal 
wenn es beim dritten Wurfe fällt n. s. w. Welches ist ; der Werth der Erwar- 
ijmg für B, oder me viel bat er einzulegen, wenn er das ßpiel annehmen will? 
Di^ Fprm-ies Problems, unter welcher N. BtrnwUim a.a.O. gab, ist folgende: 

IV. Prqbl. A promet de donner. un ecu a B, si ayee un da ordinäre 
il.aipene au pren^er opup six points; deux ecus, s!il amenele süc au se^ond, 
trato/6cus, s'il amene ee point au tropieme, et ainsi de suite. On dornende: 
iquqlle est Tesperancf» de B. 
, . . V. Probl. Qn demende la m*me chose, si A promet a B, djs lui dennpr 

des ecus en pette progression 1 , 2, 4, 8, 16, . . . . ou 1, 3, 9, 27, 

PV 1, 4, 9, 16, ou 1, 8, $7, 64, .... au Heu de 1, 2, 3, 4, . v ., icomme 

aüparavant. 

Die Aufgabe ist nach unserer Ansicht unbestimmt pni dater in dieser 
Form unzulässig, denn sie bat keine bestimmte Bedeutung ;, wie es bei einer richtig 
gestellten Aufgabe immer der Fall sein mufe. Es findet eine 'doppelte Unbe- 
stimmtheit Statt, denn es ist nicht angegeben, wie lange das Spiel dauern soll, 
und ^icht angegeben, in welchem Zusammenhange die einzelnen Fälle unter- 
einander stehen. Wie soll aber der* Calcul an eine unbestimmte Aufgabe ge- 
fegt werden? und wer Wird sich in ein Spiel einlassen, dessen Ende unbe- 
stimmt ist. 

iT Um fliese Frage zu behandeln, Ist es nöthig, ihr, dem eben Gesagten 

^imfifs, "einen bestimmten Inhalt zu geben. Wir «irthdhmen folgende Vctochfe- 
dene Bedeutungen aus ihr: >.. > < / 

ä) A und B spielen mit einander* " Eine Mflnze frird nmal in die Höhe 
gierten. B erhalt zwei Stocke einer Münze,, wenn da? Wupen gerade 
pQ\m ersten, vier wenn es gerade bein* .zweiten, acht wenn es gerade beim 
dritten Wurfe u. *. w., 2" Slficke wenn es. gerade beim itten Wurfe fallt. Das 
Wappen darf, nur einmal fallen. Welches ist der Werth der Erwartung? 
' ' u ' ' *) A und B spielen auf den Wurf emer Münze. B erfiält zwef 8t Acke, 
wenn das Wappen gerade Mm ersten, Yier wenn, es gerade beim zweiten, 

Crelle'i Journal f."d. M. Bd. XXXVI. Heft 4. 39 
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acht wenn es gerade beim dritten .Wurfe fallt u. s. w. So oft das Wappen 
füllt, wird (hm die Summe aller zugeordneten Stocke tügohflwBgfc .* Würfe 
werden gemacht Welches ißt der Werth der Erwartung far ß£> > 

c) A und B spielen auf den Wurf einer Manie. B etbüit zwei StMba, 
wenn das Wappen heim ersten, vier wenn es bekn zweiten Wurf* H\% u. s. w., 
n Wflrfe werden ausbedungen. Das Spiel endet, wenn da» Wappen geMiefe 
ist Welches ist der Werth der Erwartung ftr A :■.*.."■ 

Auflösung der ersten Aufgab*. ll 
Nach dem Sinne dieser Aufgabe werden n Würfe (nidft rtefoy nttht 
weniger) gemacht, n günstige Fülle sind fftrff möglich: * Etiweder Mit dt» 
Wappen gerade beim ersten, oder gerädte beim zweiten u. s. £, oder gerade 
beim Uten Wurfe. Hiebei wird vorausgehet«, * daft das Wappen weder bei 
einem frühern, noch bei ehrftn spütern Wurfe fallen iwerdfe. ftt nun die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs das Wappen beim einzelnen Wurfe fallen Werde, |, so iit 
die Wahrscheinlichkeit 1 für jedeii Von den genanriteä günstigen Fällen ^ und 
der Werth der Erwartung ergiebt sich, \yenn der §atz (8. $. 35.) auf jeden 
einzelnen Fall angewendet wird und die erhaltenen Werthe zusammengezählt 
werden. Wird . der Werth des zu erhaltenden Silberstflcks durch Cf ange- 
deutet, so ist der Wertld der Erwartung 

4 ««= 26 r^G . 2^6 , ,! " 2" ß ' " " '-.G," ! ' 

Auflosung der zweiten Aufgebe. 

Es Werden n .Würfe gemacht und folgende Fflle kOntten eintreten. 
Das Wappen fttft ftirial, oder (»— l)mal und der Kopf lmal, oder (»— 2)md 
und der Kopf 2mal ü. s. w., oder lmal und der Kopf (n— l)mal. "' 

«) | Das Wappen füllt *mal. Die Wahrscheinlichkeit hiefür ist ^-. Ift 

diesem! V^tte ist der, Cewi^n (8 +2 2 +2^ .♦..., a w )öU^V?)«? ,. Pf? 
Werth der Erwartung ist 

" "'- 5) Das Wappen feilt (»— l)mal und der Kopf einihal. Letzteres kann 
beim Ersten, z weiten oder dritten Wurfe u. 9. w. geschehen! Die Gewinne 
fehlen der Reihe nach einmal. Die Wahrscheinlichkeiten ftr' das Eintreffen 
dar einzelnen Fülle *ind gleich* und .=£• Demnach ist der Werth der Erwartung 
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!.-»•_ ;■. r) Das Wap|>aa fattH»— 2)mal und der Kopf zweimal. Die Wahr- 
scheinlichkeiten sind auch hiefür ^- Je zwei Gewinne febleo. Es kommt daher 
jeder Gewinn so oft vor, als sich zwei Gewinne in n— 1 Fächer vertheilen 
laran. Danach ist der Werth. der, Erwartung 

** ~~ Fr. — i*f — <* ""*' ~pn — «*»— - — jäü — jp 13 " ' 

T^Tird dwse Sc^ünfeweise weiter, fortgesetzt, so ergiebt sieh folgende Zasam- 
mensteflung; , 

E - C [2 + (.^ + JST^»+i^ 8+ ....i^^] 

Reducirt man das In diesen Rrihen enthaltene Ifinomium, so ergiebt sich für 
den Werth der ErWäHung 

2. E ±={&— i)G: 
Diese Äüfg*t>e Wfst sieh auch auf nachstehende ganz einfache Weise löseri, 
wttm folgende/ töit ihr gleich geltende Aufgabe an ihre Stelle gesetzt wird. 

J? spielt mit » Personen, nnd zwar mit jeder besonders. TA\\A L anter 
der Bedingung, zwei Stücke (26?) zu erhalten, wenn das Wappen fällt, von 
-H2 vier, von A* acht u. s. w. B wirft eine MQnze. fÄr jede Person, ßtso 
«mal jn die Höhe; der erste Wurf gilt ftr A^ der zweite fite 42 u. s. **• 
Ehe das Spiel beginnt, soll jeder seine Einlage aussetzen und Ä die seinige 
ihr entgegen. Wie viel hat jeder Theilnehmer nnd wie jviel hat B Allen zu- 
sammen entgegen zu setzen? 

JDie WahrecMnlichkeit, im einzelnen Falle zu gewinnen, tot J, wenn 
«tff ? Teilnehmer zum Spiele gelangt ist Das Gelangen zum Spiele unterliegt 
keinen Zweifel. Die Gcftfse der Einlage findet .sieb, na«h (2. $. 25,). Aue 
Teilnehmer zusammen machen .daher die Einlage x 

: ,3. ß m *(2C+2 a £+2?G + 2 4 «?+ <...&fi). .=* (2V-l)flf, . f ... 
Qie fifetehe Einlage hat B eotgegenznsteBen. Sie kommt mit dem Werthe. seine* 
Erwartung überein. Die Gleichungen (2. und £.) gaben» einerlei Resultat. 

Auflösung deV dritten Aufgabe. 
Nach den Bedingungen der dritten Aufgab« kamt nur einmal gewemftM 
werden, und zwar entweder im lten* oder im 2ten, öde* Sten Wurfe' u.a. *i 
Die Wahrscheinlichkeit, in einem to/feim ton Wurfe *u gewinnen, setzt vör^ 

39* 
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aus, dafs in keinem der vorhergehenden gewonnen wurde. Di* fcugehörigen 
Wahrscheinlichkeiten sind: 

1 JL L -L JL 

T' 2 1 ' 2 1 ' "2 49 ' • # ' 8«" : 

Hieraus ergiebt sich leicht nach (2. §. 35) für den Werth der Erwartung für B: 

4- ä = -2"t-jtt-55"t — -gr- =* W€,F - 
Die Probleme (n, *, c) gelten, wenn w x t=±=:w 2 ±±\ ist. J Sie lassen sieh leicht 
ins Allgemeine und auf den Fall ausdehnen, wenn u>i=l — w 2 ist ' Es er^ 
geben sich dann aus (1., 2. und 4) folgende Ausdrücke: 

5. E = w 1 u>r l (G l + G 2 + Gs+....G H ), 

6. E = w i (G l + G i +G>+....G n ), 

Hier haben G^, 6^ ^i G„ ganz willkürliche Werthe. 

Diese Erörterungen werden gezeigt haben, inwiefern das von iV. Jferit. 
aufgestellte Problem unbestimmt und unzuläfslich genannt werden tann» Drei 
Falle wurden aus ihm abgeleitet, deren, jeder einen bestimmten Inhalt uijd Be- 
deutung hatte. Welches ist nun der richtige? Keine Bemerkung ist im Probleme 
enthalten, woraus sich dies entscheiden liefse. jBforn. selbst hat keine Auflösung 
gegeben, woraus es gefolgert werden könnte. Vielleicht bat er den Fall (e) 
im Auge gehabt. Danach tat wenigstens Kramer a. a. 0. die Aufgabe behan- 
deln zu mßssen geglaubt; er liefe jedoch die Beschränkung auf eine bestimmte 
Zahl von Versuchen aufser Acht. Da er jedoch die Notwendigkeit davon 
fühlte, so wollte er die Vorfrage erörtern, nach welchem Versuche das Spiel 
geendet sein würde, übersah aber dabei den Begriff und Zweck der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, welche die Frage niö zur Entscheidung bringen kann. 
Er nahm fftt die Wahrscheinliche Dauer des Spieles 24 Würfe an. Dieser Au- 
nähme, die ganz willkürlich fet, könnte die tannfe des Zufalls mit* Erfolg spotten. 
Zudem pafst die Annahme nur für den besondern Fall (4.), nicht für den all- 
gemeinen (7.). Dan. Bern, nimmt die Zahl der Würfe unendlich grofs an. 
Dies Hurt auch Lupiace, bemerkt jedoch, dafirNiepand von einiger Überlegung 
eine aubh' nur mftftnge Summeen einem solchen Spiele wagen und die Rolle 
des Gebers übernehmen werde. AUe, welche die Aufgabe behandelten, fanden 
Ungereimtes in ihr, und wohl nnr aus dem Grunde, weil es in ihr liegt. Die 
Unbestimmtheit fiÜK weg, .wenn m»n die Bemerkungen (a ß .*, e) beachtet. 
Nimmt man die Zahl der Wtyfe in,(c) sehr grofe, oder gar unendlich grofe 



iß. 6ttimf*r, Vntersuekunjfm Mer tie WakrMck*i*Uckk9iUr*k * % iHf , 305 

an, so raOfste der Spieler Ä 327680 erhalten, wenn er gerade im löten, 
65536 G, wenn er gerade im 16ten Wnrfe gewinne u. s. w. Wfire die Zahl 
der Würfe unbegrenzt, so w&re »==» und der Werth der Erwartung oder 
die Einlage von B wfire . 

Ö. E = ooG, 

aber Niemand könnte eine unendlich grofse Summe als Einlage bieten. 

Diese Bemerkungen gelten nicht blofs von der objectwen, sondern auch von 
der sUbjettiveh Hoffnung. Man betrachte zuerst den Werth der subjectiven Hoff- 
nung von A (dem Gegner von B) fflr den Fall wo n Würfe gemacht werden. 

Um diesen Werth zu finden, ist zu bemerken, dafs die Einlage, welche 
B zu machen hat, dem Werthe seiner objectiven Hoffnung nG gleichkommt. 
Dar hieraus sich ergebende Besitz von A ist KjfrnG. Wird nun geworfen, 
so kann A im ersten,, weiten oder dritten Wurfe u. s, w., oder auch gar 
nicht verlieren. Danach ist d#r Wörth der subjectiven Hoffnung 

9. H=(K-^2Gf(K-+ 2 2 G?*(K-2*Gf* . .. (JE— 2*Gy(K+nG>f. 
Die Aufgabe bat also einen Sinn, so lange JK* — 2 k G>0 ist Wird dagegen 
K— 2*G eine negative Gröfse, so ist der Werth von (9.) ttoaginfir, denn 

j(K-2 l G) 
ist in diesem Fall imaginär und die Aufgabe ist ungereimt. Aus (9.) zeigt 
sich, dafs das Spiel für A unter jeder Bedingung naohtheilig und bei unendlich 
grobem n f oder bei unbestimmter Fortsetzung, unmöglich ist. Das Spiel ist um 
so weniger n*chthailig,.je kleiner n. ist So ist der Werth der subjectiven Hoff- 
nung ftr A, wenn n = t, JK« 100 ist, Ä«= 99,4887...; fOr * = 2 ist 
fl«98,476... 

Der Werth der subjectiven Hoffhung für B ist; wenn er die Einlage nG 
gemacht hat, da er entweder im ersten, oder zweiten, oder dritten n. s. w., 
öder fiten Wurfe, oder auch gar nicht 1 gewinnen kann: 

10. H = {K-uG+2Gf (K-nG-2 % G? . .. . (K-nG+2 n G)*(K--nG¥ n 
Vergleicht man hier die Werthe sweier Nachbarglieder, so findet sich 
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Werden beide in die 2*+* Potenz erhoben, so ergiebt sich 

(K-nG+2 k )*:(K-nG+2*+ l G) 

= (K-nG?+2(K-nG)2 k G+V*G 2 :K--nG+2*+ l G, 

und es zeigt sich, dafs die Wertbe der Glieder abnehmen. Der Werft von 

(10.) ist so lange möglich, als 1— -W->0 ist. Wird Tf-> V* so liegt in 
der Aufgabe eine Unmöglichkeit. 

Berechnet man in (10.) den Wertii der subjectiven Jftffpung fflr B, 
so findet sieb, wenn JE=100 und fi = l ist, fl= 99,995-. .; für » = 2 
ist H = 99,9900 , . . ; für n = 3 ist H = 99,9753 .... Man sieht hieraus, 
dafs unter gleichen Bedingungen dies Spiel fflr den Bankhalter viel nachthei- 
liger ist, als fflr den Spieler. 

Mit diesen Erörterungen stimmen theil weise die Bemerkungen fiberein, 
welche Fries in seiner Critik der Principien der Wabrscheihlichkeits- Rech- 
nung (Braunscbweig 1842) macht. Doch dürften die von ihm aufgestellten 
Behauptungen nicht allgemein und Oberall. gelten; denn sonst würden die näm- 
lichen Bemerkungen, auch gegen den Begriff der mathematischen Hoffnung ge- 
richtet werden |önnen.. Aus jhr können zuletzt auch nur leitende Rathachligp 
gegeben werden, und es ist auch hier zu merken, dafs zu weit gefahrte Schlösse 
nicht immer das Richtige geben. 

Bemerkung n $. 8. 

Die in diesem Paragraph mitgetheihen Formeln für die Summen der 
Verbindungen mit und ohne Wiederholungen ans jeder Art ¥6n Elementen, 
welche in der angefahrten Schrift entwickelt sind, beruhen zu» Tbeä selbst 
wieder auf der Darstellung der Summen -Ausdrücke fflr die Verbindungen aus 
den Elementen 1, 2, 3, .... q. Fflr diese ist daher eine unabhängige Dar- 
stellung nOthig. Eine polche ist, aufser den apgegebenea, schon in meinem 
Differenzen -Caloui S. &4u.ff. gegeben, die sich ganz, besonders wr leich- 
ten Darstellung der erforderlichen Summen -Ausdrflfke eignet.. Da sie dort in 
einer nicht ganz zweckmflfsigen Form gegeben ist, so stellen wir sie unter 
folgender zweckmäßigeren auf: 

1. SC\\,2,...:q) m -^P'(*(m+qy^ l + ^..^-—j.) 9 . 

Hiebei ist zu bemerken, dafe die Verseilungen ( mit ; Wied^h(^g^,zur.Swmf 
(m-\-q) in der yten^Classe aus den angedeuteten FaculMten, deren Exponen- 
ten als Elemente dienen, gebildet werden müssen. Die Erliegende Aufgabe 



scheint eine unbestimmte zu sei*, ist «to aber nicht, Wenn mim deta tu SÄ. ?&, 88 
dar Goml). I^hre aufgestellten Satz in Anwendung bringt, dann die Versetzfm- 
gefl mit Wiederholungen zu einer bestimmten Summe auf die Verbindungen 
mit Wiederholungen ab verschiedene* Summeta fcurfiekfthrt und die Anztffil jder 
Versitzungen, wie oft die fraglichen Wiederholungen vorkommen sollen, angabt. 
Pie r hiederch nötbig werdenden Untersuchungen und Verinderupgw führen in 
folgendem entwickeilen, ganz allgemeinen Ausdruck!: 

." \ ■ V \ ■" ' ' i 

| vw-11,1 1 5 

TT |J|1^2|lJ«i-2 x jm-2|i ^ 

i 

I 



+ ^ w " 1 pipxi=li- 



jflier sind die Verbindungen mit Wiederholungen zur lten, 2ten, 3ten, 

mten Classe aus den Elementen j^, pp, np, •••• j^+ijr ÄötMg'; der Reihe 

nach zur Summe jn-f i 5 an-f-2, m-f^^ T ... 2**, Kommt ©ine Facthat mit 
dem nämlichen Exponenten meforeremal vor 9 so mufs dies bei dem Aufzahle} 
der Anzahl der Vernetzungen in fiecbumig g eb r ach t werden. Die* ist dafci 
4as ; Zeichen, (X^^eachehen. jfetzt man nun 4er Reihe nach 1, 2, 3, . . 1 
ilatt ~m In C3.)> so bat man, ohne alle schwierige Rechnung odef grofee VöJrf 
bereitung, folgende Ausdrücke: / 

3. . »(iA«i"/...f>«=[i+^f-i)+Kf-lJ^^'!- '■ ■ 
Ä€ , (i,t,aj.»-.ff-fi+*f-i)+i(^i^f Äf^^^ft» 






& 



4.1 



MB 4& 6tti*g »r, lfrfcr«***WH$*N fiter««» I Td W- * r *«6i tfdfcfa t< i i r « i> i iMwf. 

u. s. w. v- öder in: einer *n*ern EntwictSipgs : : 
/ 2 ' 1 * 

ä/v/« o o. m» 63<y'+315q 4 +315^ — 91 ^-.42^-1 6 yi» 

«t> (1,2,3, i...y)?g= ' i; t ' , nn^nT! ' . ,!. 7 .. T >^T5 

ot"m o q '*% 135 g T +f26(>^+9l5V 4^*-g^?' fM0g*- Nto4y^W4 ft' 



• • • • 



,' * .1 • . • «r - ' #* . '•' '•! frjj ' . »' • • ' 



Wir tbeilen jetzt folgenden, fflr die Summirung der Verbindungen mit 
und ohne Wiederholungen wichtigen Säte mit,°dör sich Aus der Vergleidjuig 
der in meinen „Forschungen in dei; JüteJyjU^flül&e fanden*»!!., tterhergehftripen 
Gleichungen ergiebt, und der sich aufserdem auch auf eine ganz einfache »Art 



beweisen läfst. Es ist cimlich ' V ■• "* ■ 



» 

< 



•i t wenn auf der einen Seite (— a) statt (+y) ^ setst wird. Dieser Sats begeht 
-r * 1 Wh S ni*f etwa 1 auf »ie AtleitöngYodet feiit#ickluAg derVl 



t'VeiiyfhuMjgen , c ■ ^bn— 
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dem auf die ftr tfo gefun de n en Sumaten-Ausdracke, and ist reciprok. Er bat 
folgende Bedeutung: 

6. Ist der Summen -Aisdruck für die Verbindungen mit Wiederholungen 
aus q Elementen zu irgend einer Classe gefunden, so ergiebt sich derje- 
riige ftir die Verbindungen ohne Wiederholungen aus (q — 1) Elementen zur 
nämlichen Classe, wenn darin (— ?) statt (-f q) gesetzt wird; und umgekehrt. 

7. Ist der Summen -Ausdruck fflr die Verbindungen oline Wiederholungen 
aus (q—1) Elementen zu irgend einer Classe gefunden, so ergiebt sich 
der Ausdruck fflr die Verbindungen mit Wiederholungen aus q Elementen 
zur nämlichen Gftese, wenn darin (— q) statt (4- q) gesetzt wird. 

Hiernach ist,« nur nOthig, den Summen -Ausdruck für die eine Art 
dieser Verbindungen aufzusuchen, weil dadurch zugleich der fflr die andere 
Art gegeben ist. Wenden wir das Gesagte auf die in (3. und 4.) gefundenen 
Ausdrücke an, so findet sifh: 

ÄC(l,2,....f— 1 



8. 



SC(l,2,....f— 
£C(1,2, .... g— 
flC(t,3,....f— 



9. 



ÄC(i,2,....f- 
£C(i,2,....y— 

&C(1,2, .... y*-* 
ÄC(1,2,....?— 



15g'~30gM-5q,+2 ^ 






Diese Gleichungen taten eine vielseitige Anwendung in der Anttysis «nd 
verdienen deswegen Aufmerksamkeit Wir gedenken, um dies in zeigen, ein 
Ädenwl auf sie nrtokitlkommen. 

Crolle't Jowml f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 4. 40 
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14. 



Wir theilen noch eine zurücklaufende Bikhugswefee *H; besolden 

weil sie sich so einfach ergiebt. Es ist bekanntlich 
10. SC(i,2 9 ....q) m = ifSC(i,2,....q— l) m - l -\-(v-l)SC{X*2*:..q-2)— 1 

+(q-2)SC(l&....i—S) m - l + .... 
Bezeichnen wir den Summen -Ausdruck für diese Verbindungen wir aten Gasse 
durch f(g*)<) so ist aus (10.) 

11. SC(l,2,....«rr = if.rCCf-^r" 1 ^ 
Zur Auffindung der nöthigen Summen -Ausdrücke benutzen wir folgende Glei- 
chung, die sich leicht rechtfertigen Ififst: 

12. ^(Ä + y )^ = (Ä + l)Jgj;+(n+t)i2^!i, . 

Ntio ist bekanntlich &C(l,2,....q) l =^, also nach (10. und ll.> 

«0(1,8,8,....^ — Jff.iijp?. 

Wird q— 1 statt q, Ä=l und ft = 2 in (12.) gesettt, so ergiebt Sieh ' 

wvi 9 <* «>* — 9 fo-*)* ■ o l«r 2 P l 
ÄC(i,^,d,....y; == ^ — piT"T a ' '' i4|i. • •• ; 

Aus (11.) erhält man * 

SC(1,2,3 tf = 2^.^=^ + 3^/-i^L 1 . ^ ; 

Wird 9—2 statt ?, Jlt=2, n = 3, dann 9— 3 statt 9, Ä = 3, »U in 
(3.) geseift, ao „entstehen yjer Ausdruck« und es ist • .,.-. 

Wird in dieser Weise fortgefahren, so lftfst sich leicht das Gesetz /ön dik zu- 
rücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen erkennen. Das Gesetz für difcFa- % 
cnltfiten liegt klar vor. Die Ableitung defc rieft Vorzahl An. der. Arte» ©lasse 
ist durch folgende Gleichung gegeben: j 

13. JC = (m+r-lXJr^+^V %r ''| 

Hieraus gewinnt man folgende Darstellungen: 

^(l,2,....,).= 24.^^130.!^ + ai0^+105.^ > 



* * ' .*•; ,*-" .'• .1 
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(SC(1,2,....„.= 780.^^+^.0^+36432.!^ 

+ 44100.<2^i + 84a 5 8.Mffi +1 039 5 .<2^r, 
SC(1,2,....,)'= 5040.<^+6«24.4Si^:-(-303660.iS^r;. ' 

+ 705820.<^i+866»50.a^ i 
+54 0540.il^ i + i3513 S .i2^ li , 

^(lA..^)«=4<)3a0.^ + 623376.<i±^ + 367884O.iS±^ 

+ li0W78O.4ä^i+1885884O.Ü^tl+1838887O.ä^i 

+ 94 59 4 8 0.<J±^L +2 027025.M^1, 

Nach (5.) ergiebt sich hieraus unmittelbar für die Summen der Verbin- 
duagen mit Wiederholungen: 

SC'CM,.,..,)^* 6.^1-20.^ + 15.-^, 

SC (1,2,.... ?)♦ 24.-g. + 130.-gi-210.||; + 105.^, 

^Eben so leicht lassen sich nach der nämlichen Methode die Summen -Ausdrucke 
für die Verbindungen ohne Wiederholungen finden. Für diese Yerbindpfgen 
gilt bekanntlich folgende zurücklaufende Bildungsweise: 
16. SC'(l,2,..:.?)- = fS^ 

+ (^-2)ÄfC'(l,2 v ...y-2)^ + -.-, 
also auch .. 

17. se(i,2,....?r = s+nry- \ 

Werden nun die gehörigen Werthe statt q, R und n nach (16. und 17.) in 
(12.); bw jedem besondern Falle eingeführt, so ergeben sich, nach gehöriger 
Ordnung und! HeducÜoü) fölgehde Summen -Ausdrücke: S 

40 # 
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'«?(i,a,.... f y«JgJ, ! 

ÄC(l,2 v ...^ = ^+3.^-\ .- 

«•(!,» ^ = ^+25.^+105.^+105.^, : 

^(l,2 v ...^ = ^ + 56.^+490.^+1260.^ 

• +<^#V'. 

+ 173 25.<2=^ 1 +10395.Ö^, 

ÄCflA f y = £+34öiy?+^i^+^ 

+t9 0575.^+270270>^4mi3*/^^, 

«(M ^ = ^+50i.<2^ + 22935.^^ +8 ^».<S^ 

+ 1636635.Ö^+409W95. ( -2=^ 

*-.•'••■ •*•.• • • 

Wird aach hierauf der Satz (5.) angewendet, so ergiebt sioh j 

^(^....^-ir^+ll; 1 , ... . * 

^i A :... f - iy - + |P-io.^ft5.ftftP t ■ ■■- 



19. { 
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Die in (14. und 18.) entwickelten Gleichungen, und aufserdem noch zwei 
unabhängige Bildungs weisen für die Summen der Verbindungen, hat Kramp in 
seiner n Analyse d. rtfrecl pg. 84 n. ff.'* mitgetheilt. Letztere sind von ge- 
ringer Brauchbarkeit, weil sie für jeden besondern Fall auch eine besondere 
Auflösung nöthig haben. Die in No. 14. bis 18. mitgeteilten Formein haben bei 
höhern Classen sehr grofse Coöfficienten nöthig; wodurch sie selbst wieder un- 
brauchbar werden und in jedem Fall den in (3, 4, 8 und 9) mitgeteilten Aus- 
drücken , wie man sich leicht überzeugt, nachstehen. Der Satz (5.) läfst sich 
auch noch auf die übrigen in meiner Comb. Lehre gegebenen Formeln an- 
wenden; und überhaupt auf die in den Schriften Anderer, wie in der Ana- 
lysis von Eytelwei* u. a., entwickelten, hieher gehörigen Darstellungen, wenn 
der Summen- Ausdruck für die Verbindungen eine Function von q ist. In dem 
5ten Coöfficienten des Summen-Ausdrucks für die Verbindungen ohne Wieder^ 
holungen zur 7ten Classe (C 6 = AI) ist in dem angeführten Werke von Kramp 
ein Druckfehler stehen geblieben. Kramp hat die Summen-Ausdrucke für die 
Verbindungen ohne Wiederholungen nur bis zur siebenten, und die fflr die Ver- 
bindungen mit Wiederholungen nur bis zur sechsten Classe mitgetheilt. Hier sind 
sie bis zur achten Classe gegeben. Man kann die Rechnung leicht fortsetzen, 
wird aber dabei, wie die vorstehenden Fülle zeigen, auf ganz ungewöhnlich 
grofse, der Unbeweglichkeit sich nähernde Zahlen geführt 

Schlufsbemerkung. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung beschäftigt sich nach ihrem gegenwär- 
tigen Stande mit Folgendem: Mit Darstellung der allgemeinen Grundsätze, 
welche bei der Behandlung ihrer einzelnen Zweige gelten; mit Bestimmung der 
Wahrscheinlichkeiten des einmaligen oder wiederholten Eintreffens von Er- 
eignissen, ^wenn die dasselbe bedingenden Ursachen bekannt sind; mit Ermitt- 
lung des Werths von Gütern, welche von dem möglichen Eintreffen künftiger 
Ereignisse abhangen und des Werths der Erwartung oder der ob- und subjecti- 
ven Hoffnung; mit Betrachtung der Zufälligkeiten bei den Spielen und Lotterieen; 
mit Berechnung der Lotterie- Anlehen; mit Bestimmung der Sterblichkeits- Ver- 
hältnisse und der menschlichen Lebensdauer, für einzelne Personen, so wie für das 
Zusammenleben mehrerer Personen und der darauf sich gründenden Werthbe- 
stimmung mancher Art von Gütern, wie Leibrenten, Lebensversicherungen u. s. w., 
so wie mit den darauf gegründeten Versicherungs- und Rentengesellschaften, 
Tonünen, Annuitäten, Wittwen- und Waisen -Pensions -Versorgungs- Anstal- 
ten u. s. w.; mit Ermittlung der Glaubwürdigkeit der Zeugen -Aussagen, der 
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Zuverlässigkeit der Urtheile in politischer und juridischer Beziehung, die von 
einem Vereine mehrerer Personen gefällt werden; mit Bestimmung der Wahr- 
scheinlichkeit aus Beobachtungen, Erschliefsung der Ursachen aus den durch 
dieselben hervorgebrachten Erscheinungen, und des Übergangs von ihnen auf 
das Eintreffen künftiger Ereignisse; mit Ermittlung der Gröfse und Bedeutung 
der Fehler bei Beobachtungen und der hiernach nöthigen Verbesserungen u. s. w. 

Laplacc hat die Wahrscheinlichkeitsrechnung in seinem oben angefahr- 
ten Werke in 11 Abschnitten am vollständigsten behandelt. Indessen sind 
einzelne Zweige derselben ziemlich wenig bedacht. Z. B. das 8te CapiteL An- 
deres, wie die Spiele, Lotterieen, Lotterie -Anlehen, sind übergangen; wieder 
Anderes verdankt seine Berücksichtigung nur Zufälligkeiten; wie die im 3ten 
Capitel behandelte Aufgabe (Des lois de la probabilite, qui resultent de lanral- 
tiplication indefinie des evenements), die eigentlich dem zweiten Capitel an- 
gehört. Die weiter oben genannten Werke enthalten die Bearbeitung einzel- 
ner Zweige der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Die vorliegenden Untersuchungen beschäftigen sich mit der Feststellung 
der allgemeinen Grundsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung (lter Abschnitt 
§. 1 — 3.)'? ra it Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten bei Ereignissen, deren 
Ursachen bekannt sind (2ter und 3ter Abschnitt §. 4 — 34.); und zwar im 
2ten Abschnitte (§. 4 — 24.) , wenn das Eintreffen des fraglichen Ereignisses 
als ein einfaches zu betrachten ist, oder wenn es nur einmal eintritt; im 3ten 
Abschnitte (§. 25 — 34.), wenn dasselbe wiederholt, oder in einer bestimmten 
Reihenfolge eintreffen soll; und endlich im 4ten Abschnitte (§. 35 — 48.) mit Be- 
stimmung des Werths der Erwartung oder der ob- und subjectiven Hoffnung. 

Man sieht, dafs dies der kleinere Theil der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist. 
Der übrige Theil soll nachfolgen, sobald mir Mufse zu der weitern Bearbeitung wird. 

Über den Inhalt der einzelnen Abschnitte ist Folgendes zu bemerken. 

Die Aufstellung der allgemeinen Grundsätze der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung (§. 1 — 3.) weicht von derjenigen ab, die in den hieher gehörigen 
Schriften, namentlich von Lapiace, gegeben wird. Es sind darunter nach mei- 
nem Dafürhalten nur diejenigen Sätze aufzunehmen, die sich als allgemein 
characterisiren, dagegen alle die auszuschliefsen, welche nur für die einzelnen 
Theile dieser Wissenschaft als maafsgebend sich geltend machen. Die Gründe, 
welche diese Ansicht rechtfertigen sollen, sind mit Rücksichtnahme auf die von 
Lapiace aufgestellten allgemeinen Grundsätze in §. 3. entwickelt: worauf ich 
also verweise. Auf das Werk von Poüson, welches theils die von Lapiace 
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aufgestellten Grundsätze annimmt, theils andere hinzufügt, denen gleichfalls jene 
Eigenschaft abgeht, besonders zurückzukommen, schien deshalb nicht nöthig. 

Oer zweite und dritte Abschnitt umfafst ein ziemlich weites Feld, 
welches sich mit dem Fortschreiten der Wissenschaft noch mehr erweitern wird. 
Es sind nicht nur diejenigen Probleme aufgenommen, welche von Pascal, 
Joe. und Nie. BernoulÜ, Etiler, Laßrange, Trembley u. A. aufgestellt 
und behandelt wurden, die auch Laplace in sein Werk (2tes und StesCap.) 
aufnahm und denen er noch andere hinzufügte, sondern ihre Zahl ist auch 
noch durch neue vermehrt; wie sich aus einer einfachen Vergleichnng der 
beigefügten geschichtlichen Notizen ergiebt. Dabei sind die meisten früher schon 
aufgestellten Probleme auf einen allgemeineren Standpunct zurückgeführt und 
von ihm aus beantwortet worden. Zahlen werden am einfachsten diese Behaup- 
tung rechtfertigen. Es ist der Inhalt der §§. 4, 8, 11, 13—18, 20, 22 — 24, 
39, 30 und 33 mit dem Werke von Laplace zu vergleichen; ferner ist der 
Inhalt der §§. 4, 6, 7, 9, 10, 11 und gröfstentheils derer 15—18, 19, 21, 
25 — 28, 31, 32 und 34 nachzusehen; wo nicht blofs einzelne, sondern eine 
Reihe von Problemen behandelt sind, die bei Laplace nicht vorkommen. 

Ein Ähnliches Verhftltnifs ergiebt sich aus der Verglachuag des vierten 
Abschnitts mit dem X« Cap. des Laplaces&en Werkes, wo dteser Gegen* 
stand ziemlich karg bedacht ist. 

Bei der Entwicklung der Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung war 
es ein Hauptzweck, sie so viel nur möglich auf ganz elementarem Wege zu 
geben. Hiedurch dürfte jeder Wissenschaft am meisten gedient sein; denn so 
wird verbotet, dafs sich die Methodik zu sehr erhebe und an die Stelle der 
Wissendchaftlichkeit setze. Die Methode kann immer nur formelle Dienste 
leisten und nur in so weit Berücksichtigung verdienen, als sie am schnellsten 
fördert. Namentlich lötet sich die Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht ans einer 
bestimmten Methode oder Form entwickeln. Es widerspricht dies ihrer Natur. 
Man hat indessen bei ihr dieses Mittel angewendet. Lagrange und TreaMejf 
haben mehrere der im 2ten und 8ten Abschnitte entwickelten Satze durch die 
Methode der zurücklaufenden Reihen gelöset; Laplace hat sie auf die von ihm 
benannten „Fonctions gen6ratrices" und beinahe mit gänzlicher Umgehung der 
Combinationslehre, gewife nicht zum Frommen dieses Theils der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, zurückgeführt; denn dadurch, dafs man die Begründung ihrer 
Satze in die weniger betretenen Pfade des höhern Calcula verwies und diesem 
wie mit einem Zauberstabe neue Gesetze entlockte, entrückte man sie ihrer 
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natürlichen Bildsamkeit und entzog die in den 2ten und 3ten Abschnitt gehö- 
rigen Probleme ihrem natürlichen und beimischen Boden, der Combinations- 
lehre. Schon Euler hat die von ihm gelöselen Probleme auf die Combina- 
tionen zurückgebracht, und Trembley hat Dasselbe bei einigen andern (§.33. 
und 34.) in Comment. Soc. reg. seien t. Gotting. ad ann. 1793 et 1704 gethan. 

Der 2te und 3te Abschnitt macht es sich zur Haupt -Aufgabe, diese 
Ansicht durchzuführen, und zu zeigen, dafs man mit Unrecht die Coinbinations- 
lehre von diesem Felde ausschlofs; denn man wird, wenn man anders nicht 
mit vorgefafster Meinung die hier vorgetragenen Untersuchungen betrachtet, aus 
einer Vergleichung des hier Gegebenen mit dem früher Gewonnenen die Über- 
zeugung entnehmen, dafs die Combinationslehre nicht nur allgemeinere Methoden 
und Entwicklungen an die Hand giebt, als die bisher eingeschlagenen Wege, 
sondern dafs sie überhaupt eine gröfsere Anzahl von Problemen lösen lehrt; 
wegen ihrer ungemeinen Bildsamkeit und reichhaltigen Anwendungsfihigkeit. 

Aus diesem Grunde ist auch noch auf den weitern Zweck des Vor- 
liegenden aufmerksam zu machen. Er besteht darin, durch die im 2ten und 
3ten Abschnitt angestellten Untersuchungen zugleich der Combinationslehre zu 
dienen. Jedes hiehergehörige Problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung löset 
auch ein Problem der Combinationslehre auf; denn beide Disdplinen stehen in 
Wechselwirkung. Dies wurde entweder bei der Aufstellung der einzelnen Auf- 
gaben schon zum Voraus angekündigt, oder, wo es nicht der FaU war, wurde 
gehörigen Orts bemerkt, welches Problem der Combinationslehre zur Frage 
komme, und wo ihm seine Stelle anzuweisen sei. Man kann daher den 2ten 
und 3ten Abschnitt zugleich als eine Erweiterung der Combinationslehre be- 
trachten; wie es die gefundenen Sätze nachweisen. 

Der vierte Abschnitt bandelt von der Ermittlung des Werths der 
Erwartung oder der oA- und eubjeetiven Hoffnung, von Ltplace „Espärance 
morale" -genannt. Zuerst sind Begriff und Bedeutung eines zu erwartenden 
Gutes und die daraus sich ergebenden mathematischen Bestimmungen festgestellt; 
dann ist der Einflufs angegeben, welchen die Ordnung auf die einzelnen Treu- 
nehmer bei bestimmten Wahrscheinlichkeiten äufsert; hierauf das Verhfiltnifc der 
Einlage zu dem zu erwartenden Gewinn, u. s. w. Endlich sind, nach dem Vor- 
gange von Dan. BernoutK, die Gesetze der subjeetiven Hoffnung entwickelt 

Schliefelich ist zu bemerken, dafs diese Arbeit schon im Jahre 1642 
niedergeschrieben war. 

Freiburg i. B. im Februar 1848. 
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19. 

Über ProjectivitÄt der Kegelschnitte als krummer 

Gebüde*). 

(Von den zu Berlin verstorbenen Herrn Dr. Göpel.) 



Einleitung. 

JLier Aufschwung* den die betrachtende Geometrie in den neuesten Zeiten 
genommen, hat unter den Händen des Herrn Steiner seinen Höhenpunct er- 
reicht In dem bewunderungswürdigen Buche „Über die Abhängigkeit geome- 
trischer Gestalten von einander" sind die einfachen Grund -Eigenschaften der 
räumlichen Elementargebilde. enthfiUt, ans denen, wie ans einem organischen 
Keime, nicht nur die zahllose Menge der von den frühern Geometern ent- 
deckten vereinzelten Lehrsätze and Aufgaben mit Leichtigkeit, theils entwickelt 
worden sind, theils voraussichtlich sich entwickeln lassen, sondern welche auch 
eine ergiebige Quelle fernerer neuer Entdeckungen für die spätem Geometer 
bilden werden. Die Principien, von denen dieses, nicht so sehr durch die 
Neuheit der darin enthaltenen Resultate/ als dureh die grofsartige Einfachheit der 
Ansichtsweise und die eoncentrirende Umfassendheit der Methode ausgezeichnete 
Werk ausgebt, bestehen einerseits in einer eigentümlichen Auflösung der ein- 
fachen, oder, wenn ich mich so ausdrücken darf, der geraden geometrischen 
Gestaltungen, nemlich des Puncts (StraMenbflschels), der Geraden und der 
Ebene, in ihre Elemente. Durch diese Auffassnngswefee wird zugleich das 
schon von Gergomne ausgesprochene Princip der Dualität allgemeiner und voll- 
ständiger hingeßteHt und auf einen höheren Standpunct gerückt. Andererseits 
toerden von den genannten Gestaltungen diejenigen, welche in Bezug auf die 
Unendlichkeit ihrer Elemente als homolog anzusehen sind, paarweise auf eine 

bestimmte Art dergestalt auf einander bezogen, dafs jedem Elemente der einen 

■ ■ .i j ■ 
*) Diese Abhandlung ist eine der von dem leider viel zu früh verstorbenen Herrn 
Dr. Göpel nachgelassenen mathematischen Arbeiten, auf deren Gewinn für das Journal 
der Herausgeber desselben, wie Band 35 S. 818 gedacht, Hoffhung hatte. Sie ist ihm 
zur Bekanntmachung durch das Journal geneigtest mitgetbeilt worden und er erlaubt sich, 
für diese gutige Mittheilung hierdurch öffentlich seinen Dank auszusprechen. 

Der Herausgeber. 

Creüe's Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 4. 41 
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ein Element der andern entspricht oder zugehört. Ein besonderer Fall einer 
solchen Art der Beziehung und Zuhörigkeit ist in den bildenden Künsten längst 
bekannt und alltäglich geworden. Es ist diejenige, welche zwischen einem 
Gegenstande und seinem Abbilde obwaltet und unter $em Namep „Perspective 
oder centrale Projection" bekannt ist. Bei dieser Beziehungs-Art werden z.B. 
diejenigen Elemente , d. h. Puncte oder Gerade zweier Ebenen als zu einan- 
der gehörig betrachtet, welche, von dem Mittelpuncle der Perspective aus an- 
gesehen, einander decken würden. Von diesen Ebenen sagt Herr Steiner, 
dafs sie in Bezug auf ihre zugeordneten Elemente projectivisch sind, d. b. dafs 
die eine als ein perspectivisches Bild der andern angesehen werden kann. 
Die eben erwähnte allbekannte Beziehungs-Art, nebst der entsprechekidenTenfti* 
nologie der Perspectiv! ehre, bat Herr Steiner auch auf die Zuordnung aller 
andern Paare von Gebilden modificirend übertragen. Solchergestalt worden 
s. B. diejenigen Strahlen zweier Strahlenbüschel einander zugeordnet, welche 
durch einen und denselben Punct einer Ebene (ihres pe,rspeotivischen Durch- 
schnitts) gehen, und die beiden Büschel werden in Bezog auf die genannten 
Elemente projectivisch genannt. Wenn man nun mit Herrn Steiner die Lie- 
genschaften solcher projectivischen Gebilde untersucht, so gelangt man n 
jener zusammenhangenden Reihe, von Sätzen, welche wegen ihrer Allgemein- 
heit in den verschiedenartigsten Untersuchungen die ausgezeichnetsten Dienste 
leisten und den Schlüssel zu einer unübersehbaren Zahl von Theoremen und 
Aufgaben im Gebiete der elementaren, wie der höheren Geometrie liefern.—. 
Handelt es sich z. B. (um einen einfachen Fall anzuführen) um einen Beweis 
des Sattes, dafs die drei Höhen eines Dreiecks BB % a (Fig. 1) sich in einem 
Pnncte schneiden, so siehe man die drei Höhen 4* , n 3 und 4&. Denkt jnan rieh 
nun das Dreieek auf die Art verinderlieh , dafs die Spitze a sich die Höhe ab 
entlang bewegt, so bilden sich um die Ecken B und B t je zwei Strahlenbüsokel. 
Von diesen liegen zunächst die beiden Büschel B und B k perspectivisoh r and 
sind in Bezug auf die Strahlen u and e x projeeiiviseb. Dasjenige Büschel B 
aber, zu welchem der Strahl u* gehört, ist mit dem Büschel der Strahlen «, 
identisch, weil je zwei entsprechende Sirahlen u x und th einen rechten Winkel 
bilden. Dasselbe gilt von den Büscheln der Strahlen a und n 3 . Folglich sind 
die Büschel der Strahlen a 2 und a v ebenfalls projectivisch. Rückt nkan nun 
die Spitze a ins Unendliche, so werden die Strahlen a und a t auf BB t senk- 
fecht; die beiden entsprechenden Strahlen a* und ö 3 fallen daher auf BB k zu« 
sammen. Hieraus folgt, dafs die Büschel der Strahlen a 2 und « 3 eine per- 
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spftctivische Lage* und mithin einen perspektivischen Durchschnitt haben, den 
man leicht erhalt, wenn man zwei Puncto desselben aufsucht. Rockt man zu 
diesem Behufe die Spitie a in einen der beiden Puncto a 2 oder o,, in denen 
die Höhe ab von dem Kreise Aber ÄÄ, als Durchmesser geschnitten wird, 
so teilt offenbar der Dnrehsclmiltspnnet a t der Strahlen a> und *, beziehlieh 
in dieselben Puncto 02 und o,. Der gesuchte perspectiviscbe Durchschnitt ist 
daher die Gerade o*a 3 oder ab. Folglich schneiden sich die beiden Strahlen 
oder Höhen o, und « 3 in a x auf der Hohe ab, w. z. b. w. 

Die vorbin summarisch angefahrten Grand-Ideen des genannten Werks 
können tum aber augenscheinlich viel allgemeiner aafgefafst werden, als es 
daselbst beabsichtigt worden ist. Sie bestanden, um es kurz zu wiederholen, 
in der Betrachtung der Ergebnisse, welche 'aus der Correlation zweier gerader 
Grebft0e in Beug, auf ihre, mittels einer geraden (d. b. der Ltaearperspective 
entlehnten) Bezftebungs-Art, als entsprechend gesetzte Elemente entspringen. 
Obgleich es sicherlich feststeht, dafs die ans der Betrachtung der einfache- 
ren -Figuren geschöpften Eigenschaften immerhin die Grundlage alier geome- 
trischen Forschungen bleiben werden, so bindert uns doch nichts, krumme 
Gebilde anstatt gerader zu betrachten und z. B. zwei krumme Oberflächen an 
die Stelle der beiden oben erwähnten Ebenen zu setzen; so dafs die eine des 
perspecUvische Abbild der andern wird. Auch braucht die Beziehungs-Art, 
mittete welcher jedem Elemente sein entsprechendes zugeordnet wird, keine 
gerade z» sein. Es könnten z. B. die Strahlen der beiden oben erwähnten 
Bflacbel mittels einer kroasnlen Oberfläche, anstatt einer Ebene, zu einander 
in Beziehung gesetzt werden; oder es könnten die Puncto zweier Geraden 
de r g e sta lt aufeinander bezogen werden, dafs je zwei entsprechende Puncto 
mit zwei andern festen Punoten der beiden Geraden jedesmal auf einem Kreise 
lägen; Jedes dieser, in Betreff sowohl der Gorrelate, als der Correlattonsweise 
unendlich mannigfaltigen Beziehungssystemo wflrde nu eigenthümHchen Sätze» 
fthren k tonen, deren Combination weiterbin vielfältige neue Resultate ergäbe. 
Hiervon geben unter ändern schon die eleganten Lehrsätze Zeugnifir, die man 
in der mathematische*! Optik Aber das Verhalten des einfallenden Lfebtstrafcfe 
zu dem mehrfach gebrochenen oder reflectirten aufgefunden hat. Der Compieat 
der zuletzt austretenden Strahlen ist im Allgemeinen ein krummes Strahlenge- 
bilde, dessen jeder Strahl einem bestimmten Strahle des Complexes der ein- 
fallenden Strahlen zugeordnet ist; und zwar vermittels einer Beziehungs-Art, 
die ebenfalls krumm zu nennen ist; im Gegensatz zu der geraden perspectiv 

41* 
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vischen, bei welcher ein gerades Gebilde die Vermittelang abernimmt. Auf 
diese Weise wäre die Möglichkeit eines aufzuführenden geometrischen Lehr- 
gebäudes eröffnet, von welchem sich kaum erst die Basis, geschweige denn der 
Gipfel absehen läfst. Die leitende Idee für die hierdurch angeregten Unter- 
suchungen könnte dann allgemein ausgesprochen werden: als die Erforschung 
der Correlationen der Figuren im weitesten Sinne. 

Die folgenden Blätter enthalten die Bearbeitung eines kleinen Bruch- 
stücks aus dem eben besprochenen Gebiete, deren Ausgangspnnct mit wenig 
Worten angegeben werden mag. Man kennt schon viele geometrische Lehr- 
satze, die noch dann ihre Geltung behalten, wenn man in ihnen an die Stelle 
eines Systems zweier Geraden oder zweier Puncto einen Kegelschnitt setzt 
Dahin gehören z. B. der Carnotsche Satz über ein von zwei Transversalen 
geschnittenes Polygon, und der Desar#uesche Satz Ober die InvolutionftfcY in 
welchem Sturm an die Stelle der drei zugeordneten Seitenpaare des vollständigen 
Vierecks drei Kegelschnitte hat treten lassen; und dergleichen mehr. In Er- 
wägung dieser Thatsache betrachtete ich, anstatt zweier perspektivisch liegenden 
Geraden oder Strahlenbüschel, einen Kegelschnitt, der dann beziehHoh ab 
krumme Punctenreihe oder als krummes Strahlengebilde angesehen ward. Hier- 
aus ergaben sich eine Reihe ganz einfacher Satze, deren Anwendbarkeit sich 
auf ein sehr grofses Gebiet erstreckt. Ich gelangte zu einer Anzahl interes- 
santer Lehrsätze, Aufgaben und Auflösungen, die ich für neu zn halten geneigt 
war. Ich fand jedoch nach vielem Suchen, dafs ein Theil davon, und nament- 
lich die elegante Auflösung der berühmten Aufgabe: In einem Kegelschnitt 
ein Polygon zu beschreiben, dessen Seiten durch gegebene P an cte gehen, nebst 
der dazu gehörigen Neben- Aufgabe, schon in Herrn PonccUt* erfindungsreichem 
Werke enthalten war. Da indessen der Weg, auf welchem derselbe zn diesen 
Resultaten gelangt ist, von dem in diesen Blattern betretenen völlig verschie- 
den ist, so glaube ich, dafs der Leser, wenn ich ihn gleich zuweilen mit schon 
bekannten Ergebnissen unterhalte, nichtsdestoweniger mit Vergnüg« ersehen 
wird, in welchem Zusammenhange dieselben mit jenen weit umfassenden Priü- 
cipien stehen, deren ersten Entwurf wir dem genialen Gedankenfluge des deut- 
schen Geometers verdanken. 
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Bestimmung der Projectivität. 

Haupt-Eigenschaften projectivischer Gebilde. 

1. Die Fundamentalbeziehungen der Raumgebilde, welche Herr Steiner 
in seiner »Entwickelung der Abhängigkeit etc." als die eigentliche Grundlage der 
synthetischen (?) Geometrie aufstellt und welche demnach die Basis aller ver- 
wickeiteren Beziehungen ausmachen, bestehen bekanntlich (insofern man sich 
auf solche Gebilde beschränkt, die in einer und derselben Ebene liegen) darin, 
dfüh vermöge der durch eine geistreiche Anschauungsweise dargelegten Dualität 
in den Situations- Verhältnissen des Raumes 

ä) Einerseits diejenigen Elemente zweier Geraden A und A x (Fig. 2) paar- 
weise (a auf a i9 B auf h t u. s. w.) auf einander bezogen und als ent- 
sprechend gedacht werden, welche mit einem beliebigen Puncte B in einer 
Geraden liegen, und 
6) Andererseits diejenigen Elemente zweier Puncte (Strahlenbüschel) B und B t 
(Fig. 3) paarweise (a auf a 19 b auf t l9 ....) auf einander bezogen werden, 
welche sich mit einer beliebigen Geraden A in einem Puncte schneiden. 
Im ersten Fall hat man ein System zweier Geraden A und A^ welches 
von einem Strahlenbüschel B geschnitten wird, so dafs jeder Strahl ein Paar 
entsprechender Elemente auf den Gebilden A und A x erzeugt. Im andern 
Fall hat man ein System zweier Puncte B und B i9 welches mit einer Punc- 
tenreihe A verbunden wird, so, dafs jeder Punct ein Paar entsprechender Strah- 
len in den Gebilden B und B x erzeugt 

So wie nun häufig geometrische Sätze dadurch verallgemeinert werden 
können, dafi man an die Stelle eines Systems zweier Geraden oder zweier 
Pyncte einen Kegelschnitt setzt, so sollen in dieser Abhandlung die eben er- 
läuterten Beziehungs-Arten auf krumme Gebilde vom zweiten Grade übertra- 
gen werden. 

2. Liegen nämlich je drei Puncte einer Punctenreihe auf einer Geraden, 
so ist diese Punctenreihe ein gerades Gebilde. Schneiden sich je drei Strahlen 
einer Strahlenschaar in einem Puncte, so schneiden sich alle in diesem Puncto ; 
welcher daher als gerades (Strahlen-) Gebilde anzusehen ist. Finden die er- 
wähnten Bedingungen nicht Statt, so erzeugt sowohl eine stetige Punctenreihe, 
als eine stetige Strahlenschaar, eine Curve, welche daher nicht nur als krumme 
Linie (d. b. Punctenreihe), sondern auch als krummes Strahlengebilde betrachtet 
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werden kann. Sollen also im Falle ä) die beiden Puncte, in denen krumme 
Punctenreihen von den Strahlen eines Büschels B getroffen werden, als ent- 
sprechend gedacht werden, so mufs die Cnrve nur zweimal von einer Gera- 
den geschnitten werden können und mithin von der 2ten Ordnung oder ein Ke- 
gelschnitt sein. Sollen im Fall b) die Geraden- (Tangenten-) Paare; welche 
krumme Strahlengebilde mit den Pnncten einer Geraden A gemein haben, auf 
einander bezogen werden, so mufs die Curve von einem Puncte ans nur zwei- 
mal berührt werden können und also von der zweiten Ciasse , oder äbenfatts 
ein Kegelschnitt sein. 

Demgemäfs sollen nun die Puncte eines Kegelschnitts K (Fig. 4) deN- 
gestalt paarweise auf einander bezogen werden, dafs diejenigen (a und a x , l und 
Si, ....), welche auf demselben Strahle eines Büschels B liegen, entsprechende 
Puncte genannt werden, und 

Von den Tangenten eines Kegelschnitts K (Fig. 5) sollen paarweise 
diejenigen entsprechende Strahlen heifsen, welche sich in einem Puncte einer 
Geraden A schneiden (a und a n b und Aj, ....). 

Ferner sollen die krummen Gebilde a, B, c, — oder a, *, c, .... 
und beziehlich a i9 B 19 c 4 , .... oder a l9 ft|, ei, .... perspecfivische Gebilde 
heifsen. 

3. Bevor ich auf die Entwicklung der Eigenschaften solcher Gebilde 
und deren Verbindungen eingehe, sind einige Bemerkungen aber ihre Ana- 
logie mit geraden Gebilden vorauszuschicken. 

Ähnlich wie bei geraden Gebilden haben wir hier in dem Kegelschnitte 
eine Schaar von Puncten (a, fc, c, . . . .} oder Geraden (<?, b 9 e, ... .), die ata 
Objecte fungiren, und eine entsprechende Schaar von Puncten (a i9 B x , c t , ....) 
oder Geraden (**, 6 l9 c^ ....), die deren projicirte Bilder sind. In dieser 
Beziehung verhalt sich also der K 9 wie die beiden Gebilde A und A t oder 
B und B x in (No. 1), d. h. wie zwei otweinanderltegende Gebilde, von denen 
eins die Projection des andern ist. Dahingegen ist aber die folgende wesentliche 
Verschiedenheit zwischen den krummen und den geraden Gebilde» zu beachten. 
Die beiden geraden Gebilde in (No. 1) A und A x oder B- und B x sind nem- 
fich wesentlich unabhängig und getrennt von einander, insofern als das eine 
A x oder B x als Bild angesehen werden mufe, während das andere A oder B 
als Object betrachtet wird. Das eine Gebilde enthält die Elemente des Ob- 
Jects, das andere die entsprechenden d*s Bildes. Das krumme Gebilde K dage- 
gen ist ein einiges und untrennbares, welches sein Object und BiM fn sich selber 
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hat, da jedes Element a oder a desselben zugleich als Object und Bild be-» 
tracbtet werden kann und als solches sein Bild und Object in a x oder a k hat 
Das Gebilde K verhält sich also von diesem Gesichtspuncte aus fast wie zwei 
afr/einander liegende projectivische Gebilde. Wir werden daher den K als 
eine Vereinigung zweier (und spater mehrerer) aufeinander liegender Gebilde 
anzusehen haben, so dafs ein*- und dasselbe Element verschiedene Namen tragen 
kann, je nachdem es als zur Schaar der Object- oder der Bild -Elemente 
gehörig betrachtet wird. Stellt z. B. a, b, c, .... die stetige, in sich zurück- 
kehrende Reibe der Puncto des K vor, so wird einer derselben, z. B. p, noth- 
wendig das Bild von q sein müssen und als solches den Namen a t tragen, 
während dann das Bild des Punctes p oder a t unter den obigen Verhältnissen 
wieder der Pnnct <t ist und als solches mit px bezeichnet wird. 

Das eben erwähnte, in der Natur der Kegelschnitte begründete doppelte 
Verhalten desselben ist eine Quelle mannigfaltiger Ähnlichkeiten und Verschie- 
denheiten im Vergleich zu zwei mis- oder ott/einander liegenden geraden 
Gebilden, in welche sich der Kegelschnitt, bei einer gewissen Specialisirungj 
als in seine trennbaren „Factoren" (Vergl. die Auflösbarkeit der algebraischen 
Ausdrücke für geometrische Örter in Factoren) zerspalten kann. 

Wenn der Projectionsmittelpnnct B (oder die Projectionsbapis -4)*) 
innerhalb des Kegelschnitts liegt, und man sich das zu projicirende Element o 
(oder ä) den ganzen K entlang bewegt denkt, so durchläuft dessen Bild a t 
(oder a{) den ganzen K recht- (gleich-) läufig. Liegt aber der Mittelpunct B 
(die Basis Ä) aufserhalb des K, so bewegt sich das Bild von a (oder ä) 
rtekläufig. In diesem Falle mute offenbar während eines ganzen Umlaufs 
Object und Bild zweimal sich begegnen, oder aufeinander fallen. Dies findet 
ffir diejenigen beiden Strahlen des Büschels B (Puncto der Basis A) Statt, 
welche den Kegelschnitt berühren oder in zwei zusammenfallenden Puncten 
schneiden (welche auf dem Kegelschnitte liegen, oder aus welchen die zwei 
an den K gelegten Tangenten zusammenfallen). Diese Berührungsstrahlen 
Am, Bn (Durchsohnittspuncte Am, An) existiren, wenn B (oder Ä) inner- 
halb des K liegt, nicht auf reelle Weise, sondern nur in der Idee. Obgleich 
sie aber imaginär werden, so können sie doch denselben Schlußfolgerungen 



*) Von dieser Basis A wird der Analogie gemlfs gesagt werden, sie Hege inner- 
halb des Strahlengebildes K, wenn durch jeden ihrer Puncte zwei Strahlen (Tangenten) 
des Gebildes K gehen; also wenn sie der K nicht schneidet; dagegen aufserhalb, wenn 
durch einige ihrer Puncte kein Slrahlenpaar gehen kann, also wenn sie der K schneidet. 
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unterworfen werden, als Wenn sie ein wirkliches Dasein hätte» (Poncel*t 
Stetigkeitsgesetz). Die ideelle Verbindungslinie der Puncte m, n (Durchschnitts- 
punct der Strahlen m, n) ist bekanntlich jedenfalls reell, und zwar die Polare 
Ton B (Pol von Ä). 

4. Da der Kegelschnitt, wie schon bemerkt worden, als ein ein- und 
unheilbares Ganze, nicht in Bild und Object zerrissen werden kann, so ist 
nicht wohl ohne Weiteres abzusehen, wie zwei perspectivische Gebilde in eine 
schiefe Lage gebracht werden können, oder wie zwei Gebilde, ohne perspectiv 
visch zu liegen , doch eine Beziehung von der Art zu einander haben können, 
dafs man sie projectivisch zu nennen veranlafst wäre und dafs namentlich zwei 
Gebilde, deren jedes mit einem dritten projectivisch wäre, unter einander sich 
eben so verhielten. Auf der andern Seite läfst sich muthmafsen, dafs wenn 

das Gebilde K (nemlich a n b I9 c 19 oder ä i9 b t% c M . ...) von einem 

zweiten Mittelpuncte B x (oder Basis A^) aus noch einmal auf den Kegelschnitt 
projicirt wird, so dafs ein Gebilde £2, nemlich a 2 , k, c 2 , .... (oder **, 6g, 
c 2 , .."..) entsteht, u. s. w. A3, JST 4 , ....: dafs alsdann die so entstehenden Ge- 
bilde unter sich und mit dem ersten in einer derartigen Beziehung stehen wer- 
den. Diese Muthmafsung wird gerechtfertigt und das Wesen einer solchen 
Projectivität dargethan mittels einer Haupt -Eigenschaft perepectivisober Ge- 
bilde, die im Folgenden gezeigt werden soll. 

Verbindet man die Elemente a, B, c, .... und a n (1, c n .... (Fig. 6) 
kreuzweise, so liegen die Durchschnitte der zusammengehörigen Verbindungslinien, 
nemlich von ah x und ^B; aCi und (*&.... ; bd und BiCi...*, bekanntlich auf 
einer Geraden A, der Polaren von 2?. Betrachtet man daher irgend einen Puaet 
des K, z. B. a n als Projectionspunct für das Gebilde et, b, c, .... und den ent- 
sprechenden Punct a als Projectionspunct für das Gebilde a A , Bi, q, ...., so 
ist jene Polare A der Durchschnitt der Strahlenbüschel a x a, aib, aiC, ....und 
ätti, bbi, cci, . ..., welche daher perspecti visch liegen und projectivisch sind* 
Nun bleibt aber jedes dieser Strahlenbüschel mit sich selbst projectivisch, wenn 
man seinen Mittelpunct beliebig den Kegelschnitt entlang sich bewegen läfst *) ; 
und folglich sind alle unter einander projectivisch. Es erzeugen also zwei 
beliebige perspectivische krumme Gebilde mit jedem Puncte des Kegelschnitts 
projeetivische Strahlenbüschel. 

Macht man die entsprechende Construction für den polaren Nebensatz, 



») Siebe Steiner, etc. No. 43. I. 1. und 2. 
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ao gelangt man an einem Pancte B> PoV der Frojectiorabasis A, und dieser 
Pjinct B etellt sich ab der .Mittelpunct zweier perspectivischen Geraden dar; 
woraus eben ao wie vorhin gefolgert werden kann, dafs alle Strahlen (Tan- 
genten) des krtraunen Gebildes K, sowohl, von dem Gebilde a> b; £,.*... ab 
anch von dem Gebilde o» *iv*i'f •••* projectivisch geschnitten Verden*). 

Diese Eigenschaft perspectivischer kmmroer Gebilde ist in ihrer Ang- 
sage von der perspectivischen Lage derselben unabhängig, und sie ist es, kraft 
der wir zwei Gebilde a, b, c, •...;- Oi, ti, c M .... (oder a, b, c, ....; 
%t *n c u ....) fortan prqjecüvisch nennen wollen, sobald beide, mit 
einem beliebigen Elemente p (oder p) dee K verbunden., > projectivische 
gerade Gebilde erzeugen; , ao dafe die letzteren so zn sagen \ das >Maafs der 
Projectivitfit jener kmmmen Gebilde abgeben. 

In der Festsetznng dieser Benennung ist uns Herr Steher **) gewiesep- 
roafsenmit einem epeeiellen Beispiele vorangegangen, indem er vier Puncto 
(Tpngenten) eines Kegelschnitts, wenn ine nm irgend eineif fdnften Punct 
(auf irgend .einer fünften* Tangente) desselben harmonische Strahlenbüschel 
(Punctenreihgn) bilden 9 harmonische Puncto (Tangenten) nennt; ohne Jedooh 
dabei auf die .im Obigen Ausgefflhrte Ansichtsweise hinzudeuten* 

5» Die Zulftssigtoit der oben gegebenen Definition ist die Ursache, 
weshalb wir alle Aber Kegelschnittsgebilde ananstellenden Untersuchungen auf 
die bekannten Lehrsitze über gerade Gebilde zurückführen undi begründen 
kftnnen. 

Namentlich darf fürs erste geschlossen werden, dafs die Prqfeetivität 
zweier krummer Gebild* feststeht, sobald drei Paare entsprechender Ele- 
mente gegeben sind} dafe dann zu jedem vierten Elemente dee einen dae 
entsprechende vierte Element des andern gefunden werden kann > und 
dafe *ur. Erzeugung Zweier prqfectwischer Gebilde drei .ursprüngliche 
Paare , entsprechender Elemente nach Willkür auf ; dem K angenommen 
werden dürfen/ dafs also auch, wenn drei Paare entsprechender Elemente 
auf einander fallen, a auf a M B auf B M r auf c x , alle übrigen zusammen- 



*) Diese Eigenschaften finden, wie bekannt, anch bei geraden Gebilden Statt; nur 
■dt dem Unterschiede, dafr die Mittelpuncte (Projectionsbasen) keiner Beschränkung un- 
terworfen sind, sondern irgend wie in der Ebene gelegen sein können» Dies rührt offen- 
bar daher, dafs ein Kegelschnitt in beliebige zw* gerade Gebilde (Gerade oder Puncte) 
ausarten und daher jeder Punct (Gerade) der Ebene als tun ausgearteten Kegelschnitt 
gehörig angesehen werden kann. 

••) 8- No. 48. IL 
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/Wfen tmrf £* M*» Mftfe Marita* am* Die Constnmtfok, mittels 
welcher zu jedmn vierten Elemente de* vierte gefunden wird, ist nuttriidk 
eben diejenige, welche uns nur Begriffsbestimmung der Projectivitet geftfcrt 
het. Sind nftmlich a, 5, c, b und a M K, c M b| (Fig. 7) projeetivtsohe Gebilde, 
so sind die StrehlenbQschel ^a, a t hi de, a A b und aot, bb^ rcn-bti projeoti- 
visch, and weil sie *wei vereinigte entsprechende Elemente *ja und a*i heben, 
«o liegen nie euch perspectivisch and haben also einen perspeethrieehe* Dnreh- 
schnitt A (enf dem nemlich die Schnittpuncte von a t h and äB a ; n^ and act; a** 
und ab* liegen). Will man daher unm Puncto b den entsprechenden b* finden, 
ao darf man nur jenen Durchschnitt A mittels der DurehschniUspnncte von Ait 
arfd aB t ; a,r nnd ac A bestimmen« Zieht man nun den Strahl <t|b, se bestich- 
net dieser auf der Geraden A einen Punct £, durch welchen man von n ans 
einen Strahl a<f au legen bat, nm auf den gestiebten Punct b* au treuen*). 
Ea versteht sich von selbst, dafe man irgend einem andern Punctenpaare die 
in der obigen Construction von dem Paare a und a t gespielte Rolle antheflen 
kann, und immer au demselben Puncte b- gelangen mufs* Hierbei ist der we- 
sentliche Umstand zu beachten, dafe die perspectivisohen Strehlenbtyehel nm ^ 
und b (c t and c) id einem und demselben Durchschnitte A fahren. Um dteü 
an beweisen, betrachte man die beiden (reellen oder imaginären) Durchschnitts- 
puncto m und n der Geraden A mit dem K. Den entsprechenden Punct fftr 
m, d. b. nu, findet man, wenn man den Schnittpunct der beiden Geraden A 
und ctitn, also den Punct m, mit a verbindet. Der Durchschnittspunct von am 
mit dem K ist aber wieder m. Folglich fälh m t mitm zusammen, und da 
dasselbe Ar n und tti gilt, so ist dar Durchschnitt A die Verbindungslinie der 
beiden vereinigten Punctenpaare der beiden Gebilde. De ea aber nur swei 
solcher Paare geben kann, indem sonst beide Gebilde identisch wftrefc (S. diese 
Na. *u Anfang), so folgt schltefslicb, dafs man allemal «um selben Durch- 
schnitt A geführt wird. Dieser letzte Schlafe kann auch ao ausgesprochen 
werden: da m, b, c, n und m,yi,, c x , n t projeetivisch sind, so sind die Strahl 



*) Diese Construction ist das Analogon zu der von Herrn Steiner in No. 24. HL 
angegebenen schiefen Projection zweier geraden Gebilde.. Das eine wird nemfich mit 
Hmfe eines Mittelgliedes A (oder «, /?, y, *) auf das andere projicirt. Hierbei liegen 
die Gebilde K und Ä, A und K, ganz aufeinander; ja das eine ist ein* krummes, das 
andere' ein gerades Gebilde. Weiter Jwten wird noeb eine Alt der schiefen Protection 
erw&hfat werden, in welcher der Kegelschnitt selbst das Mittelglied bildet; und noch eiste 
dritte, in der ein zweiter Kegelschnitt die Projection vermittelt. Dasselbe ist vom polaren 
Nebensatz zu sagen. 
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taAttcW **»* MvKci *i* lAi^nti^ Hjf fccty^^erfiiig ffrojectinseh 
and. liegen wegen 4er vereinigten Bfoateate bi* and^H* perspectleisch; mithin 
Hegt der Durcfeehnittspunct von M und bd auf der Vetirittdnngslinie der bei- 
den endern Scbaitipunete m und it, <L h. auf der Geraden ma, oder4. Will 
»an die Betrachtung der (möglicherweise tanaginftreo) Puncto m und n ver- 
meiden, so kann man den Pvsoahfshen Sats auf das Sechseck ai t ta t fr d an- 
wenden, wodurch man unmittelbar zum selben Reaaltate gelangt Sind also 
p and p t ; q nnd q f irgend zwei entsprechende Punctenpaare, ao liegt der 
Darcbschuittspunct pq t nnd p^ auf der Geraden A. Wegen dieses gleicbför^ 
migen Verhaltens dieser Geraden au allen Elementenpaaren der beiden Ge- 
bilde, mag sie die Richtlinie fftr diese beiden Gebilde heilten. Sie verbindet, 
wie schon gesagt, deren vereinigten Elemente m(nti) mit n(it|). 

Der polare Nebensata der so eben gegebenen Construction, welcher 
sich auf die Betrachtung des JK, als aweier aufeinander liegend« projeetivi- 
scher Strahlen« (Tangenten-) Gebilde bezieht, fflhrt an einem entsprechenden 
Resultate. Sind p nnd p u ? und <j t (Fig. 8) irgend zwei Paare entsprechender 
Tangenten, so geht die Verbindungslinie der Puncto pq A und p t $ durch einen 
bestimmten PunctA, AeüRichtpunct der beiden Gebilde. In den. aus dem Rieht- 
pancte. an den K gezogenen Tangenten sind dann je zwei . entsprechende 
Strahlen vereinigt Alles oben Gesagte gut, mit gehöriger Abfederung, auch 
Wer, nnd ich halte es für überflfissig, es zu wiederholen. 

Zur Bestimmung der Projectivitit können statt zweier beliebiger Paare 
entsprechender Elemente insbesondere die beiden vereinigten Elementenpaare 
gegeben werden oder, was Dasselbe ist, die Richtlinie (der Richtpunot), welche 
beide enthalt. Die Prqjectivitdi rieht also fest, sobald emfser der Rieht* 
Urne (Richtpnnct) noch ein JBUementenpaar gegeben tat. 

Die Projectiönsatrahlen a^, bb t , u. s. w. schneiden sieb im Allgemei- 
nen nicht in einem Puncte; thun sie dies aber in einem besonderen Falle, 
oder liegen die Gebilde zugleich perspectivisoh, so ist deren Projeeüonsmktel- 
punet der Pol der Richtlinie Ä, und man hat in diesem Falle ofenbar wieder 
die Figur von No. 4. Wenn eich irgend drei Profectionsstrohlen aa*, bb,, 

cci in einem Puncte B schneiden, so sind die Gebilde a, b, c, ; **, 

b f , Ci, .... perepectimsch und alle übrigen Projeetionsstrahlen geben durch 
denselben Punct, den ProjectionsmittelpuncU Wenn irgend drei Durch- 
schnitte aa t , bb t , cc t auf einer Geraden A Hegern, eo sind die Gebilde 
a, b, c, ....; «i, tb) *i<> •- •• . perepectimsch t und jeder andere Durchschnitt 
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liegt auf derselben Geraden, der Projectionsbasis. Und «war in beiden Fällen 
deshalb 9 weil die Projectfyitfit jedesmal schon dnreb die drei gegebenen Ele- 
mentenpaare festgestellt ist Setzt man Her an die Stelle der Paare B, k; 
c, t A (oder £ v *i$ 0, c{) die vereinigten Paare m, v^; », u t (oder m, nti; 
*, «0, so folgt, da/s die Gebilde perspectivisch ließen, wenn irgend ein 
Prqjeetionestrahl aa t durch den Pol der Richtlinie geht, (wenn irgend 
ein. Durchschnitt aa^ auf der Polare den Richtpuncts liegt). Denn da 
die Puncte m, m A ; n, n g (die Strahlen m, m x \ n, it|) beziehlieh zusammenfallen, 
so sind für die Projeetionsstrahlen nt, m lf n, *i (die Durchschnitte m, mg; 
n, iij) beziehlich die Tangenten in m und n (die Berfihrungspunete der Strahlen 
m und ii) am K an nehmen. Finden diese Bedingungen nicht Statt, so liegen 
die Gebilde schief. 

Liegen zwei Elementenpaare o,<ai umä\ % h t dergestalt, daß % k auf 
a fällt, während. a t auf b liegt, so sind die Strahlen aa t und SB t identisch. 
In diesem Falle schneiden sich die drei Projeetionsstrahlen aa„ t V ***? 
jeder beliebige dritte cd in einem Puncte, und die Gebilde sind' not- 
wendig perspectivisch. Dasselbe gilt für den- polaren Nebensatz*** Wenn 
zwei Gebilde nicht perspectivisch liegen, so können niemals Obfeet <nnd Bild 
ihre Rollen tauschen; d. h. das Bild des Puncts a i9 & B, als zur Sohaar der 
Objecto gehörig betrachtet, kann niemals der Pnnct a Sein. Der Umstand, ob 
eine solche Vertauschbarkeit zweier entsprechender Elemente Statt finde* oder 
nicht, entscheidet also Aber die perspectivische Lage. 

6. In Folge der bisherigen Betrachtungen können nun* wie folgt, ge- 
rade Gebilde mit krummen, und zwar sowohl gleichartige als ungleichartige) 
mit einander verglichen und projeetivisch genannt werden. 

a. Ein gerades Strahlenbflsehel B und eine krumme Punetenreihe K, 
oder eine gerade Punetenreihe A und ein krummes Strahlenbflsehel ML Hier- 
auf ist schon bei der schiefen Projection (No. 5. Anmerkung) hingedeutet 
worden. In der Figur z.B. das Strahlenbüschel a A oder a und das krumme 
Gebilde K t oder K. Die Bedeutung der Projectivitit liegt darin, dafs das 
krumme Gebilde K durch ein gerades gemessen wird, welches mit dem ent- 
sprechenden geraden Gebilde B oder A projeetitisch ist. 

Wenn drei entsprechende Elemente aufeinander liegen, so tbun es auch 
alle übrigen, und die Gebilde sind in perspectivischer Lage« Dazu ist aber 
nötbig, dafs der Mi ttelpunct des geraden Büschels, oder die Richtung der Pune- 
tenreihe, ein Element des Kegelschnitts K ist. VergL die Figur. 
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b. Ein gerades und ein krummes Strahlenbftsehel, oder eine gerade 
and eine krumme Punctenreihe» An der eilen angefahrten Stelle z.B. die 
Gerade A und die .Reihe K oder K v 

Die beiden Gebilde liegen perspectivisch, wenn drei Prajectionsstrahlen 
sieh in einem Puncto schneiden (oder drei Durchschnitte entsprechender Strahlen 
auf einer Geraden liegen). Dieser Punci (diese Gerade) mufs nothwendfg 
ein Element des K sein. 

c. Zwei krumme Punctenreihen, zwei krumme Strahlenbüschel. Sie 
bildeten den Ausgangspnnct der obigen Betrachtungen. 

d. Eine krumme Punctenreihe und ein krummes Strahlenbüschel sind 
projectivisch, wenn die geraden Gebilde 9 welche deren Projeciivitfit messen, 
projectivisch sind. Liegen die entsprechenden Elemente aufeinander, so sind 
sie in perspectivischer Lage. Die Möglichkeit derselben gebt aus dem folgen- 
den Lehrsatz .hervor. 

Die Punclenreihe o, fc, c, . . . . und das Büschel a,b, c, . . ... (Fig. 9), 
dessen Strahlen den Kegelschnitt in jenen Puncten berühren, sind in 
Ansehung der genannten Elemente projectivisch Man braucht dies offenbar 
nur für vier Elementenpaare au beweisen. Zu dem Ende werde das Büschel 
a, b, c r d von der Tangente d in den Puncten a, /?, y, ä geschnitten; wo 
9 der BerOhrungspunct b ist. Es bildet ferner die Reihe a, b f c, b mit dem 
Mittelpunct a ein Büschel, welches von der Diagonale ad f bc in #', ßV/i & 
geschnitten wird: dann sind die Gebilde a 9 /3, y,<N a '> /?*/, <F perspec- 
tivisch. Sie haben in der That ein Element a und a! gemeinschaftlich. Aufser- 
dem bilden nach einem bekannten Satze die drei Diagonalpuncte des Vierecks 
o, b, c, b die Durchschnittspuncte der drpi Diagonalen des Vierseits a, b, c, d. 
Der Projectionsmittelpunct der Gebilde a, /J, y, <f; a\ ß\ /, <P ist daher einer 
jener Diagonalpuncte. Folglich erzeugen die 'Elemente a, b, c, b und a, b, c, d, 
und mithin auch alle übrigen, mit irgend einem andern Elemente projectivische 
Gebilde. «Die beiden krummen Gebilde sind daher projectivisch und liegen 
auch* perspectivisch, weil jeder Pnnct auf seinem entsprechenden Strahle (der 
Tangente des K in diesem Puncto) liegt 

In allen vier Fällen ist die Projectivitfit mittels dreier Elementenpaare 
bestimmt und es ist leicht, dann zu jedem vierten das entsprechende Element 
zu construiren. 

Ans* dem Vorstehenden folgt allgemein, dafs, wenn zwei. Gebilde tust 
einem dritten prqfecthuch sind, sie es auch unter sich sind. Hiermit steht 
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auch fest, dafs das erste and letzte Glied einer Kette von beliebig vielen pro- 
jeetivischen Gebilden ebenfalls projectivisch sind. 

7. Alle diese Gebilde lassen sich augenscheinlich eben so combinire* 
and handhaben, wie die geraden Gebilde; auch lassen sich eine Unzahl von 
Aufgaben and Lehrsitzen von diesen anf jene Obertragen. Diese Übertragung 
wird aber in Bezug auf Alles, was perspectivische Lage angeht, dadurch be- 
schränkt, dafs einestheils bei zwei krummen (auf einander liegenden) Gebilden, 
z. B. zwei Punctenreihen, die Verbindungslinie zweier aneinanderliegender 
entsprechender Elemente nicht, wie bei geraden Gebilden, unbestimmt and Witt- 
kürlich ist, sondern der Tangente des K an jenem Puncto gleich an achten 
ist. Dies ist der Grand, weshalb der Satz, dafs zwei Gebilde perspecthrtadi 
Bogen, wenn ein Paar entsprechender Elemente vereinigt sind, bei krummen 
Gebilden nicht gilt. Und anderntheils: obgleich die genannte Verbindungslinie 
im Falle eines krummen und eines geraden Gebildes zwar willkürlich ist, so 
ist zur perspectivischen Lage beider Gebilde doch noch erforderlich, dafs sich 
irgend zwei andere Projectionsstrahlen auf dem KegeleckmiU schneiden; 
weshalb der erwähnte Satz hier ebenfalls im Allgemeinen nicht gilt 

Mit Berücksichtigung dieser Einschränkungen lassen sich leicht diejeni- 
gen SÄtze Ober gerade Gebilde erkennen, welche ohne Weiteres auf Kegel- 
schnitte übertragen werden können* Die folgenden No. No. sollen einige Beispiele 
enthalten, um die Anwendbarkeit de* oben eingeleiteten Theorie Im zeigen. 
Jedes Beispiel wird seinen polaren Nebensatz haben, bei dem ich mich meht 
weiter aufhalten werde, weH die aus diesem Correlations- Systeme zu schö- 
pfenden Folgerungen auf der Hand liegen. 

Beispiele zur Anwendung der vorgetragenen Theorie. 

8. Es seien a, fc, c, b ("fr *0) ** w harmonische Puncto eines Kegel- 
schnitts, von denen a und c, h und * einander zugeordnet sind. Wegen des auf 
diesen Puncten stehenden harmonischen Büschels kann man die beiden letzten 
mit einander vertauschen; so dafs das System a, fc, B, c ebenfalls harmonisch 
ist. Bezeichnet man die Puncto in dieser Aufeinanderfolge mit a t9 B M c n fe l9 
so hat man zwei Systeme projecti vi scher Puncto a, b, c, b und a ky t** Ci, b & ; 
in denen die Strahlen hh t und bb t aufeinanderüegen , und die deshalb (No. 5.) 
perspectivisch liegen. Es schneiden sich daher die Prqfectionsstrahiam a*t, 
Bbi und cci, d. h. die Gerade 6b und die Tangenten in a und c, m einem 
Puncto Bf wie bekannt. (S. Steiner No. 43. II. 3.) 
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Sind o, 6, c, b (Fig. 11) beliebige vier Puncto einet Kegelschnitts und 
bezeichnet man die Ptioete c v b, a, b mit a M b i9 Ci, b t * so ist die» leisten 
System bekanntlieh mit dem ersteren projectivisch. Auf der Richtlinie A der 
beiden Systeme liegen die Durchschnittspuncte (No. 5.1 von 

dbi und a x b r 

aci und a A c, 

«b| und a x b t 

bc A und ^c, 

bbi und Bib, . 

cb x und db, 
d. b. weil der erste und leiste, der dritte und vierte dieser Puncto identisch sind 
tti}d ac 19 bbi, ca 13 bbi besiehKch Tangenten in a, b, c, b sind. JEmu ZKa- 
gonale (JL) jte umschriebenen Vierteil* enthalt zwei von den Diagonalpunc- 
fem des an semet) Berührungspuncten eingeschriebenen Vierecke (a, b 9 c, b) 
(S. Steiner No.43. III. 3.): ein Sats, dessen wir uns ßobon in No. 6. bedient 
haben) der hier aber unabhängig davon bewiesen ist 

De ich den Folgerungen , die Herr. Steiner a. aa. 00. aus diesen beiden 
Fondamentalsfttsen für die Theorie der Pole und Polaren gesogen hat, nichts 
binsususetseu weift, so gehe ich zu andern Beispielen Ober. 

9. In der r Entwicklung der Abhängigkeit ete." tieset man No. 60. 3. 
folgenden Sats: 

„Wenn in einer Ebfne zwei beliebige Gerade A, A t und in jeder 
irgend vier harmonische Puncto gegeben sind, so besäumen die letztern, 
pqarweise genommen, 16 Strahlen S; diese sehneiden eich in 72 Puncten 
P u.s. w.: welche Eigenschaften haben die Strahle* S in Umsicht ihrer 
gegenseitigen Lage, und welche die Puncte P? , wie oft liegen von den 
letzteren 3, und wie oft 6 in einer Geraden? u. s. w. {Giebt es z. B. 
8 Kegelschnitte, wovon jeder die gegebenen Geraden A, A x und 4 Strah- 
len S berührt? Liegen unter andern von den Puncten P, 8mal 6 in einer 
Geraden, und schneiden sich von diesen 4 und 4 in einem Punct? «. s. w.J" 
„Die der vorstehenden ähnliche Aufgabe, wenn in einem Kegel* 
schnitt zweimal vier harmonische Puncte gegeben sind.'"' 1 

Von dieser Aufgabe ist meines Wissens noch nirgends weder eine 
Auflösung erschienen, noch auch angedeutet worden, welche Eigenthflmiich- 
keiten bei seiner Übertragung auf harmonische Puncte eines Kegelschnitts Statt 
finden. Übrigens ist der Beweis der in ihr enthaltenen Andeutungen für beide 
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Falle derselbe nnd beruht darauf , dal* zwei harmonische Systeme auf acht- 
fache Art durch Vertanscbuug ihrer Elemente auf einander bezogen werden 
können (ß.' Steiner No.8. I. /?.), nemlicb in folgender Art: 

und a, b, c, b, 

mit a n b 19 c A , fei, 
oder fe M c n b t , *u 
oder c x , fei> Oi* bi, 
oder bi, &i, fei, Ci« 
Was nun jene erwähnten 8 Kegelschnitte betrifft, so ist die darauf be- 
afigliche Behauptung durch die vorzüglichen Entdeckungen des Herrn Steiner 
selbst, fflr den Fall von zwei harmonischen Geraden schon zu bekennt gewor- 
den, als dafs ich bei deren Beweise zu verweilen nöthig hatte. Sie gilt auch 
für den Fall eines Kegelschnitts K, insofern von jenen 8 Kegelschnitten jeder 
außer 4 Strahlen auth noch den Kegelschnitt K doppelt berührt; Die* 
sen Umstand hebt Herr Steiner nicht hervor. Auch folgt die Wahrheit dieser 
Behauptung, so weit ich in der Sache sehen kann, nicht unmittelbar aus sei- 
nen Principien; sondern erst ans denjenigen Erweiterungen, die den Gegen- 
stand dieser Abhandlung ausmachen, und namentlich aus der weiter unten 
folgenden Betrachtung der Erzeugnisse schiefliegender krummer Gebilde? 
worauf hiermit verwiesen wird. 

Die Fragen Aber die Anzahl der durch 3 und 3 Puncto P gehenden 
Geraden beseitigend, da sie rein der Combinatorik angehören, beweise ich die 
übrigen Andeutungen der Aufgabe folgendermaafsen: Jede der aufgezahlten 
8 Zuordnnngs-Arten der beiden Systeme o, fe, c, b und a t , fei, c A , bi führt an 
einer Richtlinie, anf der, z. B. bei der Zuordnung von a, fe, c, b m c t , bi, 
a 19 fei, die 6 Durchschnitte der Verbindungslinien 

abi und feci, fea x und cb ( 

aai und cd, fefe t und bbj 

afei und bei, cfei und bttj 

liegen (No. 5.)* Diese Richtlinie mag durch die Combination fo, b A , a i5 tj, 
an der sie gehört, bezeichnet werden« Solcher Richtlinien giebt es daher 8. 

Vier derselben, nemlicb 

(aibidfei), 

Äaibid), 
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schneiden sieh nur in einem Puncte. und <Jie vier andern, 

Oi^C,), 

in einem andern. Um dies zu erkennen, betrachte man die beiden Vierseiten 
a<ti, BB lr cc n bbi und Bb n c<ii, bB x , acj(Fig. 12); deren Seiten einander in der 
genannten Reihenfolge zugeordnet sein mögen. Die Durchschnittspuncte der ent- 
sprechenden Seiten, neinlich von aa, und Bb n von iS t und ca x u.s. w., liegen, 
wie leicht zu sehen, auf der Richtlinie (MiKci)« Wendet man nun einen 
bekannten Satz (dafs die drei Paare entsprechender Ecken eines Dreiseits auf 
zusammenstoßenden Geraden liegen, wenn die drei Paare entsprechender Seiten 
desselben sich in drei Puncten einer Geraden schneiden) auf die in den genannten 
Vierseiten enthaltenen Paare entsprechender Dreiseite an, neinlich auf die Paare 
aai, BB n cci \ 9 aa x , BB X , bb x t m 



Cl I ferner ***' *' *M u.i 

b 19 f und Bb M ca i9 ad,} 



und bbi, ca x , bBi 

so findet sich, dafs die drei Verbindungslinien der Ecken aa t , B&i und (b 19 
ca A ; aa 19 cci und fcb 19 bB^ BB n cc x und ca 19 bB x ; ferner die der Ecken aa 19 
BB X und Bb lt c^; aa 19 bbi und Bb x , a^; BB A , bbi und ca i9 ac x u. s. w* je 
in einem Puncte zusammenstofsen. Von den Ecken jener beiden Vierseite 
bestimmen aber 

die Ecken nebst den entsprechenden die Richtlinie 

BB 19 bb 4 ; cä 19 aq; («ibidB^, 

ca 19 BB X ; cc 19 bb x ; Bb 19 ca^ bB M ac^ (MifeitOi 

«a 19 cci-, Bb 19 bB*; OiB^bj), 

aa i9 --bb A ; BB 19 cc x ; Bb 19 acr, ca 19 bB t ; OicAaO. 

Es schneiden sich daher die 2te 9 3te, 4te; die 2le 9 4te, lte 9 u. s. w. in je 
einem Puncte. Folglich schneiden sich auch alle 4 in demselben Puncte. Ganz 
dasselbe Iftfst sich natürlich von den 4 andern Richtlinien der Figur beweisen« 
Dieser Punct ist der Durchschnitt zweier Diagonalen des Vierseits aa l9 
BB 19 cc n bb 19 welche die 2te und 4te Richtlinie bilden; und von ihm aus 
laufen die lte und Sie Richtlinie nach den beiden übrigen Ecken des Vier- 
seits. Die vier Richtlinien bilden also ein harmonisches Büschel; und zwar 
sind die lte und 3te, die 2te und 4te einander zugeordnet. Dieser leicht 
zu vermuthende und eben so leicht zu bestätigende Umstand wftre wohl der 
Erwähnung werth gewesen. 
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Überdies gehört jeder der folgenden 8 Durchschnitte von Projeotton**- 
strahlen: aa t , cc x ; 6i 19 bbi; ad, ca A ; 6b t , b6 x ; ab i9 tf> t ; 6c 19 ba x ; aB n cb t ; 
Ba 19 bCi, zweien jener 8 Richtlinien an, welche beide nebst den ihn bestim- 
menden Projectionsstrahlen , wie man leicht findet, ein harmonisches Bflschel 
um ihn bilden, das mit denen der 2mal 4 Richtlinien perspectivisch liegt und 
mit ihnen einen der Projectionsstrahlen zum perspectivischen Durchschnitt hat 

10. Wenn in der Ebene eines Kegelschnitts K (Fig. 13) ein beliebiger 
Punct B gegeben ist, so kann man die von ihm ausgehenden Leitstrahlen paarweise 
einander so zuordnen, dafs jeder durch den Pol des andern geht* Ist der 
Punct B der Mittelpunct des Kegelschnitts, so wird die Schaar zugeordneter 
Leitstrahlen offenbar zu der Schaar zugeordneter Durchmesser der Curve. Auch 
ist ersichtlich, dafs zwei zugeordnete Leitstrahlen mit einander vertauscht wer- 
den können, d. h. dafs jeder wieder seinem Zugeordneten zugeordnet ist. Nun 
kann aligemein bewiesen werden, dafs zwei Strahlenbüschel um B, von 
denen das eine die. den Strahlen des andern conjugirten Strahlen ent- 
hält, projectivisch sind. Beschreibt man nemlich ein umschriebenes Vierseit 
tira! äs? welches den Punct B zum Diagonalpunct hat, so enthalt jede der 
drei Diagonalen Äa, Ba t , aa L bekanntlich die Pole der beiden andern. Ver- 
ändert man von diesem Vierseit nur die Seiten a 1 und n 3 dergestalt, dafe der 
Diagonalpunct B unverändert l>leibt\ so erhalt man für jede Lage der Seite 
(Tangente) a 2 ein Paar zugeordneter Leitstrahlen ßa, Ba t% oder a, a%. Nun 
liegt aber das krumme Strahlenbüschel 4,, ft 2 , . ..., sowohl mit dem geraden 
a, b, . . . ,, als auch mit a ln 6 n .... perspectivisch, da die Tangenten u und v 
deren perspectivische Durchschnitte sind: also sind die Strahlenbüschel «, 6,.... 
und a 19 A i9 .... auch unter sich projectivisch, w. z. b. w. 

Denkt man sich nun den Punct B auf der Peripherie eines zweiten Kegel- 
schnitts K t (Fig; 14), so erzeugt jedes Paar zugeordneter Leitstrahten a,9± 
in diesem eine Sehne aai, und alle diese Sehnen gehen durch einen und 
.denselben Punct Ä A , der auf demjenigen Leitsir ahle p x liegt, welcher der 
Tangente des K x in B, als einem Leitstrahle p, zugeordnet ist. Da nem- 
lich die Büschel a, b % -p und a i9 6 i9 . . . * p t projectivisch sind, so sind es 

auch die Punctenreihen a, B, p und a n B A , p x des Kegelschnitts K+. 

Da ferner die Strahlen a und a k vertauscht werden können, so können dies 
auch die Puncte a und a t werden ; d. h. der Punct a t , als zum ersten Systeme 
gehörig betrachtet und deshalb b benannt, wird seinen zugeordneten Punct h k in a 
haben. Deshalb liegen die beiden Punctenreihen perspectivisch (No. 5.) und ihr 
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Projectionspunct B t befindet sich auf dem beschriebenen Strahle, p^ insofern 
die Tangente p den K t in ihrem. Berflhrungspuncte p schneidet nnd demnach 
der Strahl p x oder pp t der Schaar der Sehnen aa l9 .... zugehört 

Diesen letzteren Satz hat Freyier im 7ten Bande der „Annales des 
mathömatiques p. 95 " fflr den besondern Fall aufgestellt und algebraisch bewie- 
sen, dafe B der Mittelpunct des Kegelschnitts K ist; wo dann, wie schon er- 
wähnt worden, die angeordneten Leitstrahlen angeordnete Durchmesser werden. 
Ober besonders merkwürdige Specialfälle dieses Satzes bann die angefahrte 
Stelle nachgelesen werden. Herr Poncelet hat ihn schon so, wie er hier ge- 
geben worden ist, verallgemeinert (Tratte des propriötes etc. No. 465.) und 
auf geometrischem Wege bewiesen. Seine Hoifsmittel sind jedoch von den 
oben angewendeten gänzlich verschieden. 

Der polare Nebensatz wird durch wechselseitige Vertauschung von Punct 
und Gerade offenbar auf dieselbe Weise bewiesen. In Bezug auf den Kegel- 
schnitt K enthält nemlich jede Gerade A eine Schaar von conjugirten Puncten- 
paaren a und a 19 6 und B A , u. s. w., von welchen Puncten jeder auf der Polaren 
seines zugeordneten Puncts liegt. Denkt man sich nun A als Tangente eines 
Kegelschnitts K 1% so erzeugt sowohl die Schaar a, B, c, ... ., als auch die 
Sehaar <ti, i 19 Ci, ...., *wei krumme Strahlenbflschel in ü^; nemlich o, b 9 c 9 .... 
und Ht, A l9 Ci, . . . ., die perspectivisch liegen und deren Durchschnitt nament- 
lich durch denjenigen Punct der Geraden A geht, der dem Berührungspuncte 
mit K t zugeordnet ist. 

Diesen polaren Nebensatz habe ich nur deshalb erwähnt, um daran die 
völlige Verschiedenheit und gewissermaafsen Einseitigkeit der Ponceletschen 
Methode zu zeigen , welcher der Beweis dieses Nebensatzes nicht direct, sondern 
erst auf einem Umwege, vermittels der „Theorie des polaires reciproques" ge- 
lingen zu können scheint. Herrn Poncelet* Methode besteht nemlich Oberhaupt 
darin, die fraglichen projecüvischen Eigenschaften an einfacheren Figuren zu 
beweisen, von welchen die gegebenen die Projectionen sind. Auf diese Art 
projicirt er, um den obigen Satz zu beweisen, die Figur dergestalt, dafs der 
Kegelschnitt K ein Kreis b und B dessen Mittelpunct wird, wodurch die zu- 
geordneten Leitstrahlen a und a n .... aufeinander senkrechte Durchmesser 
werden, und also nur noch zu beweisen bleibt, dafs, wenn sich ein rechter 
Winkel um einen Punct B eines Kegelschnitts X* (Protection von K^ als 
Scheitel herumdreht, die entsprechenden Sehnen a, a M . . . . um einen Punct sich 
drehen werden. Zu dem Ende wird ein anderer Kreis b k an den Kegel- 

43* 
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schnitt Äj in B berührend gelegt, in welchem die Sehnen der genannten 
rechten Winkel sich allerdings um einen Pnnct drehen, nemlich um den Mittel- 
punct von b k . Projicirt man endlich den Kegelschnitt K 2 und den Kreis b x 
dergestalt, dafs beides Kreise K s und b 2 werden, so bleiben jene Winkel 
zwar keine rechten mehr, indessen werden deren Projectionen doch noch immer 
im Kreise b 2 Sehnen abschneiden, die sich in einem Puncte kreuzen. Da 
nun der Berflhrungspunct der beiden Kreise ÜT 3 und b 2 deren innerer Ähnlich- 
keitspunct ist, so müssen auch die im Kreise ÜT S abgeschnittenen Sehnen durch 
einen Punct gehen; folglich mufs dasselbe im Kegelschnitte JE» Statt finden; 
w. z. b. w. Und folglich auch im ursprünglichen Kegelschnitte K t . 

Wollte man nun den polaren Nebensatz auf dieselbe Art beweisen, so 
mflfste es in der Ebene eines Kreises eine Gerade geben, die nebst ihren zu- 
geordneten Punctenpaaren ein eben so einfaches Verhalten zum Kreise hätte, 
wie es sein Mittelpunct, nebst den von ihm ausgehenden zugeordneten Leitstrah- 
len, d. h. rechtwinkeligen Durchmessern hat. Dies mflfste deshalb Statt finden, 
damit man bei der ersten Projection den Kegelschnitt K und die Gerade A 
in einen solchen Kreis nebst einer solchen Geraden projiciren könnte. Eine 
solche Gerade dürfte es aber wohl nicht geben; mit Ausnahme der unend- 
lich entfernten Geraden der Ebene; was aber zu nichts führen würde, wefl 
der Kegelschnitt X* wegen seiner unendlich entfernten Tangente nothwendig 
zu einer Parabel würde, das System aber, dieses K* , des Kreises b t und ihrer 
gemeinschaftlichen, unendlich entfernten Tangente niemals die Projection eines 
Systems zweier Kreise K % und b 2 nebst ihrer gemeinschaftlichen Tangente sein 
könnte, indem jene Projection des letztern Systems zu %wä Parabeln K* 
und b L mit parallelen Axen führen würde. Auch erwähnt Herr Poncelet des 
polaren Nebensatzes gar nicht. Aber, selbst abgesehen hiervon, gewahrt die 
Ponceletsche Behandlungs-Art keinen eben so tiefen Blick in die Sache, 
als die hier befolgte, im wesentlichen Steinersche Methode. Wenn nemfich 
Herr Poncelet, die Richtigkeit unseres Satzes für einen beständig rechten 
Winkel aBa t erkennend, fortführt: „D existe une circonstance gänörale ponr 
laquelle la corde (aaj de 1'angle variable taBa^ pivote, dans toutes ses 
positions, autour d'un point fixe; c'est celle oü cet angle peut obre consi- 
d£re comme la projection, sur un autre plan, d'un angle constamment droit. 
Or cette circonstance particuliere peut se reconnaltre tres simplement et se 
reproduire dans un grand nombre de cas": so ist aus den hier aufgestell- 
ten Prindpien leicht abzunehmen, dafs diese Worte den Gegenstand insofern 
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nicht erschöpfen, als jener Umstand kein besonderer ist, sondern immer Statt 
finden mufs. Denn da die Gebilde anf JST,, o, 6, c, . . . . p and a 19 6 t , c M .... p, 
perspectivisoh liegen sollen, so sind die in B concentrischen Strahlenbüschel 
a, b, c, .... p und a i9 b t , c^ . ... p k so beschaffen, dafs irgend ein Paar 
zugeordneter Strahlen a nnd a x mit einander vertauscht werden kann. Da 
nun, erstens, die Projectivitfit derselben mittels dreier entsprechender Strahlen- 
paare a, b, c und ai, A 19 c t feststeht, von denen b k und a k beziehlich mit a 
und b zusammenfallen, und da, zweitens, schon hingestellt worden ist, dafs die 
beiden Systeme zugeordneter Leitstrahlen projectivisch sind und deren Pro- 
jectivitfit durch dieselben Bedingungen bestimmt ist, so braucht nur gezeigt zu 
werden, dafs zwei gegebene Paare von Strahlen a und a 19 c und c t zuge- 
ordnete Leitstrahlen in Bezug auf einen Kegelschnitt sein können ; daraus wird 
dann folgen, dafs alle übrigen Paare p und p t u. s. w. es ebenfalls sind. Zn 
dem Ende ziehe man zwei beliebige Geraden ff und v (Fig. 15) nebst den Ver- 
bindungslinien * 2 , 6», c 2 der von a und a i9 b und & l9 c und c k beziehlich auf 
u und v bestimmten Durchschnittspuncte, so wird der die 5 Geraden ff, r, 
4, i 2) ^ berührende Kegelschnitt K die verlangte Eigenschaft haben. Die 
Wahrheit dieser Behauptung leuchtet anf der Stelle ein, wenn man die um- 
gekehrte Construction zu Anfang dieser Nummer betrachtet Nun kann aber 
schliefslich dieser Kegelschnitt K so in einen Kreis projicirt werden, dafs B 
sein Mittelpunct wird und mithin die Leitstrahlen a, b, c, .... und a l ,b i , c t , .... 
zugeordnete rechtwinkelige Durchmesser werden. Folglich ist der veränder- 
liche Winkel aa t oder aBai jedenfalls als die Projection eines bestfindig 
rechten Winkels zu betrachten. Wollte man hier einwenden, dafs die letzt- 
erwähnte Projection unmöglich sei, wenn der Punct B aufserhalb des Kegel- 
schnittes K fällt (was immer geschehen wird, wenn es in den concentrischen 
Büscheln B zwei aufeinanderfallende entsprechende Strahlenpaare giebt, die 
dann offenbar Tangenten am Kegelschnitt K sind), so dürfte dies wenigstens 
nicht zn Gunsten Herrn Paneelets geschehen, weil die Zulassung des Durch- 
ganges durch das Imaginfire keiner der am wenigsten genialen Züge seines 
inhakvollen Werkes ist. 

11. Bewegen sich die Ecken eines n Ecks theils auf einem Kegel- 
schnitt K, theils auf festen Geraden A 9 A u A*, , die sich sämmtÜch 

tit einem Punete b des Kegelschnitts schneiden, während sich n—\ Seiten 
desselben um eben so viele feste Punete drehen; und zwar diejenigen Seiten, 
deren beide Endpunete auf dem K Hegen, um beliebige Punete der Tan- 
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genle in b, und diejenigen Seiten, von denen nur ein Endpunet auf dem 
Kegelschnitt liegt, um beliebige Puncto des Kegelschnitte: so bewegen sich 
alle diejenigen Seiten des vollständigen n Ecks, deren Endpunet* auf den 
Geraden gleiten, um bestimmte feste Puncte. 

Der Beweis folgt leicht aas der wiederholten Anwendung der bekann- 
ten Sätze, kraft deren offenbar alle geraden und krummen Gebilde A y A t , 

A21 K, in Ansehung der auf ihnen liegenden Ecken, der Reihe nach 

perspectivisch liegen. . Überdies entspricht der gemeinschaftliche Punct in allen 
Gebiden sich selber; was besonders dadurch bewirkt worden ist, dafe der 
Übergang von einem krummen Gebilde zum andern durch einen auf der Tan- 
gente in b liegenden Punct geschieht Folglich liegen alle Geraden unter ein- 
ander perspectivisch ; was au erweisen war* Aus dem Zusammenfallen zweier 
entsprechenden Elemente in b lflfst sich aber nicht auf die perspectivische 
Lage zweier krummer oder eines krummen und eines geraden Gebildes schlie- 
fen (No. 7). Deshalb werden diejenigen Seiten des vollständigen n Ecks, 
deren einer Endpunet auf dem K t gleitet, sich im Allgemeinen nicht um einen 
Punct drehen. 

Dieser Satz würde auch noch gelten, und eben so bewiesen werden, 
wenn sich einige Ecken auf verschiedenen durch b gehenden Kegelschnitten 
bewegten; wenn nur nicht zwei auf einander folgende Ecken auf verschiede- 
nen Kegelschnitten gleiten. Ja, diese letzte Einschränkung läfst Seh auch 
noch aufheben, wenn man nur den Drehpuncten solcher Seiten, deren 
Ecken auf verschiedenen Kegelschnitten einherlaufen, gewisse bestimmte 
Orte anweiset. Da dieser letztere Fall jedoch auf Grundsätzen beruht, die im 
Vorigen nicht entwickelt wurden und nicht entwickelt werden sollten, so mag 
seiner nur beiläufig gedacht werden. 

Mittels der obigen Sätze kann auch sehr leicht die folgende Aufgabe, 
gelöset werden: Es soll ein nEek construirt werden, dessen Ecken tu *#- 
stimmter Reihenfolge auf beliebig gegebenen Geraden oder Kegelschnitten 
liegen und dessen Seiten durch n gegebene Puncte gehen, von welchen 
diejenigen, deren zugehörige Seiten einen ihrer Endpuncte auf einem 
Kegelschnitte haben, auf diesem Kegelschnitte liegen; diejenigen aber, 
deren zugehörige Seiten beide Endpuncte auf verschiedenen Kegelschnitten 
haben, auf beiden Kegelschnitten zugleich liegen. 

Man beschreibe von einer, beliebig auf einem der Kegelschnitte ange- 
nommenen Ecke et aus, den gegebenen Bedingungen gemfifs, ein Polygon von 
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n Seiten, dessen leiste oder (« -f l) t# Ecke o» augenscheinlich wieder auf den- 
selben Kegelschnitte liegt Eben so verfahre man mit zwei andern Ecken h 
und c und gelange mittels der vorgeschriebenen Zöge beziehlich zu den Ecken 
l, und c,. Dann sind offenbar alle Gebilde der Reihe nach perspectivisch, 
und folglich sind je zwei, und namentlich das erste a, B, c und das letzte o*, 
K* *• projeetivisch. Schliefst sich nun das Polygon in allen drei Fillen, d. h. 
kommen die Puncto o,, fc g , c, beziehlich auf a, i, c zu liegen, so wird die 
Aufgabe unbestimmt sein, und jeder beliebig gewählte Anfangspunct wird an 
einem der Aufgabe genügenden n Ecke führen, weil die beiden Gebilde a, i, c 
und a,, t„ c, identisch sind (No. 5.)* Schliefst sich das Polygon nur in awei 
Pillen, so sind dies die beiden einzigen möglichen Auflösungen. Schliefst es 
sich nur in einem Falle, oder gar nicht, so hat man die vereinigten Elemente 
der Gebilde a, fr, t und a*, fc g , c, zu suchen. Dies geschieht mittels des 
Lineals allein, indem man die Richtlinie beider Gebilde aufsucht (nach No. 5.), 
welche den Kegelschnitt in den verlangten Puncten schneiden wird. Die Auf* 
gäbe hat also entweder zwei, oder eine doppelte, reelle, oder zwei imaginfire 
Auflösungen, je nachdem jene Richtlinie den Kegelschnitt schneidet, ihn berührt, 
oder außerhalb desselben liegt 

Diese Aufgabe würde auch dann noch auf dieselbe Weiße aufgelöset 
werden können, wenn diejenigen festen Puncto, deren Seiten ihre Endpuncte 
auf verschiedenen Kegelschnitten haben, nicht, wie oben angenommen wurde, 
in einem Durchschnitte der beiden Kegelschnitte liegen, sondern an einem der 
vorhin erwähnten bestimmten Orte, von welchen aus sich ein Kegelschnitt auf 
den andern, projeetivisch projidren lAfet. 

12. Es ist schon darauf aufmerksam gemacht worden, daß wenn in 
swpi krummen Gebilden auf dem Kegelschnitt K der Panel a k dem Puncto a 
im ersten Systeme entspricht, alsdann dem Puncto a i9 als aum ersten Systeme 
gehörig betrachtet, nicht wipder der Punct a entspreche, es wfire denn, dafs 
die beiden Gebilde perspectivisch lagen. Bezeichnet man also den Punct a k 
mit fr, so wird ihm ein Punct Bi, von a verschieden, entsprechen. Dieser 
Poftct frt mm ersten Systeme gehörig betrachtet und mit c bezeichnet, wird 
vielleicht den ersten Punct a zu seinem entsprechenden c t haben. Sollte dies 
nicht der Fall sein, so könnte möglicherweise der entsprechende Punct von 
C| oder b, nämlich b n auf a fallen u. s. w. Es kann also die Aufgabe gestellt 
werden: In dem ersten Gebilde einen solchen Punct a zu finden, dafs man 
nach nmaliger Wiederholung 'der erwähnten Operation wieder zu demselben 
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Puncto a gelange. Ist die Projectivitfit beider Gebilde durch die Richtlinie A 
und ein Paar entsprechende Puncte B nnd B t gegeben, so schneiden sieh Bat 
und B k a auf A. Die Aufgabe Iftfst sich also auch so aussprechen: Es ist 
eins Gerade A und ein Kegelschnitt K, nebst zwei auf ihm Hegenden 
Puneten B und B t gegeben. Man soll ein 2n Eck construiren, dessen 
Ecken abwechselnd auf K und A liegen und dessen Seiten abwechselnd 
durch B und B t gehen. Nimmt man eine Reihe beliebiger Anfangspuncte 
a, B, c, .... an, und sind a n 6 n c n .... deren entsprechende Puncte; fer- 
ner 02, B 2 , (*, .... die der letzteren u. s. f., bis man nach nmaliger Wieder- 
holung zum Systeme o*, B», c g , .... gelangt, so sind alle diese Gebilde pro- 
jectivisch und es handelt sich nur darum, die zusammenfallenden Elemente des 
ersten und letzten Gliedes zu finden. Diese erhält man aber ohne weitere 
Construction ; denn es ist klar, dafs die vereinigten Elemente der beiden ersten 
Systeme, nemlich m und n, auch die aller folgenden sein werden, und also 
auch des ersten und letzten. Fflr jeden dieser beiden Puncte fallt aber das 
verlangte 2n Eck in ein Paar gerader Linien, Arn, t m und An, B t u zu- 
sammen. Ist daher ein wirkliches 2n Eck, den gegebenen Bedingungen ge* 
mfife, möglich, so müssen 3 Paare entsprechender Elemente des ersten und 
letzten Systems zusammenfallen, und diese sind deshalb identisch. Hieraus 
folgt, dafs wenn man, von einem beliebigen Puncte a ausgehend, ein 2* Eck 
beschreibt und dann die letzte Ecke nicht wieder auf a fällt, die Aufgabe un- 
möglich ist; dafs aber, wenn die letzte Ecke auf a fällt, jeder andere Anfangs- 
punct den Bedingungen genügen und daher die Aufgabe unbestimmt sein wird. 

Da die Möglichkeit der Aufgabe demnach lediglich von der anfänglichen 
Bestimmung der Projectivitfit abhangt, so kann verlangt werden, dieselbe der- 
gestalt festzusetzen, dafs ein solches 2n Eck möglich wird. Diese Aufgabe 
hangt von der Kreistheilung in n Theile ab. Sind nemlich wie vorhin a, a,, 
da, . . . . a«.!, die n auf dem Kegelschnitte liegenden Ecken, so entsprechen 
ihnen beziehlich im 2ten Systeme die Ecken a 19 03, a 3 , .... o,^, tt; diese 
beiden Systeme sind projectivisch und ihre vereinigten Elemente heifsen m und tt. 
Projicirt man beide Systeme von einem beliebigen Puncte C des Kegelschnitts 
aus auf eine beliebige Gerade D 9 so entstehen auf derselben zwei aneinander- 
liegende projectivische Gebilde, deren einzelne Elemente der Kürze wegen die 
obigen Namen behalten mögen. Also hat man wegen der besagten Projectivitfit: 

tuet , ffl(t| tn a t . in g, 

na "na, nii^"" «a7* 
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na " na, na, na,' 



nta m mg, nittM t roa 

na ' na, na»-i " na - 

Multiplicrt man diese tt— 1 Gleichungen zum Behufe der Elimination der Puncte 

03, o», o,.! mit einander, so erhält man 

Vno "luT/ — 1- 
Sind nun die Richtlinie und daher auch die Puncte m und n gegeben, so ist es 
ersichtlich: 1) diafs es hier bei Bestimmung einer solchen Projeclivilfit auf eine 
Kreistheiluhg ankommt; 2) dafs die Puncte nt und n nothwendig ein Paar 
conjugirter imaginärer Puncte sein müssen, oder mit andern Worten, dafs die 
Richtlinie A den Kegelschnitt K nicht treffen darf, wenn das verlangte 2 n Eck 
reell sein soll; und 3) dafs dann der erste Punct o ganz beliebig angenommen 
werden kann; wie schon gesagt worden. 

Die Anzahl aller möglichen Auflösungen scheint dann 2n zu sein, da 

sich n Werthe für das Doppeiverhältnifs — : ^ und also auch für das Ver- 

n o n a, 

hfiltnifs — ergeben und ein jeder solcher Werth zwei Puncte für a L liefert, 

die einander in Bezug auf m und n harmonisch zugeordnet sind. Es kann 
aber gezeigt werden, dafs immer nur n derselben die Aufgabe wirklich lösen. 
Man hat zu dem Ende nur zu bedenken, dafs durch ein solches Verhältüifs 

-5^ der Punct p allerdings im allgemeinen doppeldeutig gegeben ist, dafs er 
np 

aber in den Fällen näher bestimmt wird, wo er, nebst einem andern, in einer 
bestimmten Reihenfolge in Bezug auf m und n liegen mufs- Diese Fälle treten 
namentlich dann ein, wenn man zwei projeclivische Gebilde vergleicht; denn 
alsdann mofe der Ponct p nicht allein m und n in einem gegebenen Verhält- 
nisse schneiden, sondern auch der Bedingung genügen, dafs die beiden Qua* 
ternioften projectivischer Elemente dieselbe Reihenfolge beobachten *). Be- 
zeichnet man daher mit 0| einen Punct, der die Aufgabe löset und nach und 
qaoh zu den Ecken 

An ö«9 a 3> • • • • 6*-ir ä 
fQfirt, und nennt man den ihm in Bezug auf m und n harmonisch zugeordneten 



*) S. Steiner Ne. 6. I. usfd No. 10. 
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Punct <xi, der eben so die Ecken 

liefert, so können die Puncte a nur entweder mit den entsprechenden Puncten a 
zusammenfallen, oder ihnen harmonisch zugeordnet sein, da sie die Gerade mtt 
beziehlich in demselben Verhältnifs schneiden. Liegen nun die Puncte m, n, a, a t 
in einer gewissen Reihenfolge, so liegen in derselben Reihenfolge auch: 1) de- 
ren entsprechende Puncte nt, n, a M a 2 ; 2) die Puncte nt, a l9 n, a, weil a 19 
als harmonischer Punct von a l9 innerhalb mn liegt, wenn sich a k aufserhalb 
derselben befindet, und umgekehrt; 3) die Puncte m, a 2 , n, a x , als den vori- 
gen entsprechend; 4) endlich die Puncte nt, «j, a M n, aus demselben Grunde 
wie bei 2). Diese Reihenfolge ist aber, rückwärts gelesen ^ mit nt, tt 9 a 19 o, 
identisch und zeigt, mit 1) verglichen, dafs der Punct tt* auf 02 fällt. Geht 
man eben so zu a,, a 4 , .... weiter, so ergiebt sich, dafs die Puncte a mit 
geraden Zeigern auf die entsprechenden Puncte et fallen, während die mit un- 
geraden Zeigern den entsprechenden et harmonisch zugeordnet sind. Ist also 
n ungerade, so ist a n dem a harmonisch zugeordnet und es erhellet, dafs 
von jedem der gefundenen n Paare harmonischer Puncte a L und a t nur der 
eine die Aufgabe löset, mithin im Ganzen nur n Auflösungen existiren. Ist 
aber n gerade, so fällt a n mit a zusammen und der harmonische Punct a k löset 
die Aufgabe ebenfalls; allein in diesem Falle sind die #1 Werthe des Verhält- 
nisses 51£l bekanntlich paarweise einander dem Vorzeichen nach entgegenge- 

setzt. Wenn aber einer dieser Werthe zwei Puncte für a k liefert, so ergiebt 
sich aus dem entgegengesetzten Werthe kein Punct und man gelangt auf diese 
Art wieder nur zu n Auflösungen. Wenn man lieber mit Herrn Möbkte 
(barycentrischer Calcul) die nähere Bestimmung der Lage eines Pnnetes p 

durch das Vorzeichen des Verhältnisses — ^ bewerkstelligen will, indem man 

np 

ihm für die zwischen m und n liegenden Puncte das entgegengesetzte Zeichen 
des für die außerhalb liegenden giebt, anstatt mit Herrn &ta'ii*r die Aufein- 
anderfolge der Puncte in Erwägung zu ziehen, so ist auf der Stelle klar, dafe 
es nur n Auflösungen für die obige Aufgabe giebt, weil man für das Ver- 

h&ltnifs 2i5i eben so viele Werthe als für die nte Wurzel der Einheit erMR 

na t 

und jeder Werth nur eine Auflösung liefert. 

Wenn in der vorigen Aufgabe die Bedingung gestellt würde, dafs die 
(»-f l)te der auf dem Kegelschnitte liegenden ■ Ecken % anstatt wieder auf die 
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erste a zu fallen, vielmehr in einen gegebenen Punct p feile, so würde man 

mittels der obigen Bebandlungs-Art znr Bestimmung des Puncts ai die Gleichung 

/ma m maA 11 wa t jnp 

\«a ' na,/ na " np 

erhalten. Trifft nun die Richtlinie A den Kegelschnitt K nicht, sind also in 
nnd n zwei conjngirte imaginäre Puncto, so ist 22iL : .HÜ> e ; ne imaginäre Zahl 

vom Modulus 1, weil die ihr conjugirte Zahl durch Ver tauschung von m nnd n 
entsteht und daher das Product beider der Einheit gleich wird. Das Problem 
bangt folglich in diesem Falle von der Theilung des Winkels in n Theile ab, 
und hat n Auflösungen. Schneidet hingegen die Richtlinie A den Kegelschnitt 

in zwei reellen Puncten, so ist — -:—£ reell, und «war positiv, wenn a und p 

na np . T 

beide auf derselben Seite der Geraden ntn 06er A liegen: negativ im entge- 
gengesetzten Falle. Das Problem wird daher durch Theilung eines Ausschnitts 
einer (gleichseitigen) Hyperbel gelöset. Ist nun n ungerade, so hat es eine, 

aber jedenfalls nur eine Auflösung. Das Doppelverhältnife .Hl* : HL*l h a j ^ 

selbe Vorzeichen, wie — -: — , und daher liegt der Punct a t mit demPunote p 

na np 

auf derselben Seite der Richtlinie A. Ist jenes Verhältnis positiv, so liegen 
die Ecken a, a 19 p und daher auch sAmmtliche Ecken Oa, a», . ... diesseits 
der Richtlinie A. Ist es negativ, so liegen die Ecken a, a Ay 02, .... p ab- 
wechselnd dies- nnd jenseits. Ist ferner n gerade, so hat das Problem keine 
reelle Auflösung, wenn a und p auf verschiedenen Seiten von A liegen; da- 
gegen zwei, wenn auf derselben. Die beiden Puncto, welche man dann für 
Oi erhalt, sind einander harmonisch zugeordnet; und desgleichen sämmtliche 
andere Ecken von ungerader Stellenzahl, so dafs in der einen Auflösung alle 
Ecken diesseits der Richtlinie liegen, in der andern aber nur die geradstelli- 
gen Puncto o, Ot, . . . . p, während die ungeradstelligen jenseits derselben Hel- 
gen und denen der ersten Auflösung beziehlich harmonisch zugeordnet sind. 
Die in Bezug auf m und n harmonischen Punctenpaare der Geraden D rOhren 
MtArlioh von harmonischen Paaren des Kegelschnitts K her (No. 6,6.); die 
letzteren liegen deshalb auf dem Kegelschnitt , in Beziehung auf dpn Pol der 
Richtlinie A eisender diametral gegenober (No. 8.). 

Man kaqn die Auflösungen der eben erörterten Aufgaben auch mittels 
der Projeotictn auf eine andere Ebene erbalten. Im Allgemeinen Iftfct sich nem- 

44* 
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lieh nach Herrn Poncelet der Kegelschnitt JE so in einen Kreis projiciren, 
daf8 die Gerade A ins Unendliche fallt Diese Projection wird aber imaginir, 
wenn A den K wirklich schneidet. Da nun auch in der Projection die Tan- 
gente in a 4 und die Verbindungslinie aa 2 , wo a, a t , a 2 irgend drei auf einander 
folgende Ecken sind, im Unendlichen auf der Richtlinie A sich entweder schneiden, 
oder parallel sind, so ist klar, dafs die genannten drei Puncto auf dem Kreise 
gleiche Bogen abschneiden, dafs die obigen Probleme also auf die Theilung, 
sei es des ganzen Umfangs, sei es eines Kreisbogens, in nTbeile, zurückge- 
führt sind. Wenn die Richtlinie A den Kegelschnitt K nicht schneidet, so ist 
die erwähnte Projection reell, und folglich haben beide Aufgaben in diesem 
Falle allemal n reelle Auflösungen. Wenn aber die Puncto in und tt reell 
sind, so ist der Übergang vom Kegelschnitt K zun Kreise imqginfir; und da 
der Kreis selbst imaginär ist, so lfifst sich auf diese Weise die Realität der 
Auflösungen nicht leicht ermitteln. In diesem FaUe kann hingegen der Ke- 
gelschnitt K mittels einer reellen Projection in eine gleichzeitige Hyperbel 
verwandelt werden, während die Richtlinie wieder ins Unendliche fAllL Anf 
dieser gleichseitigen Hyperbel werden nun wieder fftf Je drei attf einander 
folgende Ecken a, ä i9 <h die Tangente in o* und die Verbindungslinie aas 
parallel sein. Es werden aber auch bei der Hyperbel von irgend swei 
ParallelKnien solche Bogen abgeschnitten, dafs (nicht sfr selbst, sondern) die 
ihnen entsprechenden Hyperbel -Ausschnitte gleich sind. Folglich sind die bei- 
den Probleme auf die Theilung, *ei es des 1 ganfeen Hy^erbelraumes, -sei es 
eines Hyperbel -Ausschnitts, zurückgeführt. Das erste Problem ist daher un- 
möglich, und für das zweite ergeben sich mit Leichtigkeit die schon bezeichneten 
Unterscheidungen in die besondern Falle. 

' 13. Es sind zwei schiefliegende Gebilde auf einem Kegelschnitt 
gegeben Und man verlangt ein drittes, welches mit beiden perspektivisch üegt. 

' ' Sind a,fc,c, ....tmdai,*!, ci,.... (Pig. 16) *e beiden gegebenen Gebilde, 
und fe, \, t 2 , • . . . das gesuchte; ferner U und B x die Projecfionsmittelpuncte: 
SO müssen sich die Strahlen Ba und B k a k auf dem Kegelschnitte In o* treffen. 
Wfftft man liier istatt a und a k die vereinigten Efetoente w und «j, ödem tmd ttj, 
so müssen also die Puncto B und ■B l sowohl mit m, als weh mit n, auf einer 
'Geradan und folglich auf iier Richtlinie m* KtigtoL Auf Leiter kann man den 
einen, z. B. B, beliebig annehmen, und dann ist der aödere dort* die Züge Unat, 
fcfci'i Bestimmt ^rojicirt matt 'nämlich' darf'GcAflde '%■ *i'V^- von B aus, 
so kotnrtat der Ttanct'nt, auf n oder iü; dfegfegetf #srP«et %j< m&<m oder rt, 
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in Kegen. Da nun die Strahlen tn 19 vth und tt 19 tt* identisch sind, so liegen 
die' Gebilde <*„ ii, e i9 ... • und fe, frj, c^ .... perspeotiviseh (No. 5.); wd 
«rar liegt ihr Projeetionspuoct B x auf dem Durchschnitte zweier Strahlen diO* 
and n^ntj, oder auf der Richtlinie mn^ w. z. b. w. 

Nimmt man statt fi einen andern Punot C (Fig. 17) willkürlich auf mn an 
nnd bestimmt darch die Züge Cao, v OsftiC* den zugehörigen Panel C M so 
müssen sieh, dem Obigen zufolge, bei einem beliebigen Puncto 6 die Geraden 
Cb und C t %i in b* auf dem Kegelschnitt treffen. Man hat also* als. Corollar, 
den bekannten Lehrsatz: 

ÄW *t**t Viertelke ao*^ unäbb^i^ in einem Kegelschnitte ein- 
geschrieben, und liegen die DUrchsehniUspunete dreier Seitenpaare auf 
einer 42 enden, so tieft der Durcheehnittspunct dee vierten Seitenpaares 
auf derselben Geraden. Oder: 

Bewege* eich drei Seiten eines eingeschriebenen Vierecks tun drei 
in einer Geraden liegenden Puncte, so bewegt sich die werte Seite auch 
mm einen in derselben Geraden liegenden Punct. 

Liegen die beiden gegebenen Systeme perspeotiviseh, so ist ihr Pro- 
jeetionspunet B* der Pol der Richtlinie mn, d. h* der Geraden BB X . Nun 
4iegen aber die drei Systeme perspeotiviseh: mithin gilt Diaselbe /von den bei» 
dta andern Poneten, and B ist der Pol von B x B 7r so Wie B x von BB t . 
Diese Bedingung ist nftthig und ausreichend, damit alle drei Systeme perspectiv 
irisch liegen; oder mit andern Worten: 

Soll ein eingeschriebenes Dreieck sich so bewegen können p dafs 
eich seine drei Seiten im feste Punete drehen, so mufs von diesen jeder 
auf der Ptdaren des andern Hegen. 

14* Man sali m einen Kegelschnitt K ein n Eck einschreiben, 
dessen Seiten durch n gegebene Pun e /Ts B f . B„ Ä^ .... gehen. . 

. Betsaohtet man den Kegelschnitt* ab a-f- 1 aufeinanderliegeade Puncten- 
reihen, von denen je zwei aufeinanderfolgende parspectivisch liegen und be» 

zfehlieb die Panete B r B l% » Projtetionsmittelpnnoten haben, so ist nach 

dem Vorhergehenden jedes Gebilde mit jedem, und namentlich das erste mit 
4em letzten*? prqjedivisch. Die Aufgabe wird also gelöset sein, sobald man 
-deren beide vereinigten Elemente gefunden hat; denn diene Panete weaden 
tue keaMlogen Ecken zweier der Au|gabe genflgenden Polygone- nein. Man 
bat demnach folgende Auiöenng. Man beaehreibe ans einer beliebig gewählten 
Eck* a durch AeZige^aÄi, £i**cb, a.s.ui «Inen offenen Patygontbeil. von 
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n Seiten, dessen (n-f l)te Ecke o» durch den Zog B^a^iO,, bestimmt wird. 
Eben so verfahre man von zwei beliebigen andern Ecken h und t ans; wodurck 
man zu den Pnncten 6 t1 c B gelangt Nun constnrine man nach No. 5. die 
Richtlinie der beiden Gebilde 0,6, c und o*, 6 A9 c*. Diese wird den Kegel- 
schnitt in denjenigen beiden Puncten in nnd n schneiden, welche, statt a oder 
6 als Anfangs -Ecken genommen, die Aufgabe lösen. Bei dieser Consbuction 
können dieselben besonderen Falle eintreten, wie bei der Aufgabe ton No. 11.; 
und namendick wird die Aufgabe unendlich viele Lösungen anlassen , wenn 
die Puncte o*, B B , c n beziehlich auf a, B, c fallen. 

Ein besonders merkwürdiger Fall dieser Aufgabe ist es* wenn die 
gegebenen Puncte B, B„ ü?j, .... auf einer Geraden liegen. Die Durofa- 
schnittspmete derselben mit dem Kegelschnitte gehören dann o ffen ba r den ver- 
schiedenen, Gebilden abwechselnd als entsprechende Paftcte an. Ist wm die 
Anzahl jener Puncte ungerade, und nennt man jene Durchschnittspuncte tn und n, 
so wird in* anf den Punet n und u, auf den Punet ut fallen. Es liegen dem*- 
nach (No. 5.) das erste und das letzte Gebilde perspeotiviscb nnd man braucht nur 
ein einziges Poiygonstflck in zeichnen, dessen Eckpunote * und o* sein mögen. 
Der Durcbschnittapunct von a^ mit der Geraden BB n .... ist dann der 
Projectionsponot, oder der Pol der gesockten Richtlinie; womit die Aofjgabe ge*- 
löset ist. Diese Richtlinie oder Verbindungslinie der entsprechenden Ecken der 
beiden gesiebten Polygone geht also durch den Pol der Geraden ÄÄ|, ..,., 
und da Dasselbe von allen andern solchen Verbindungslinien gut, so folgt der 
bekannte Satz (8. PomceUt No. 5«4.)t 

Wenn die n Durchschnittspuncte der entsprechendem äMteq 
zweier eingeschriebenen Polygone vom ungerader Seitenzahl auf 
Geraden Hegen, so schneiden eich die n Verbmdanyslkmsh de* n ent- 
sprechenden Eckenpaare in dem Pole Jener Geraden. 

Ist aber die Anzahl der Puncto 0, J? n .... garade f so fallt der Punet tu, 
anf m und der Punot u. auf n, und die beiden aufterten Gebilde «haben awei 
zusammenfallende Eleauatenpaare. Die Seiten des gesnehten Pelygon* wtr- 
den also im Allgemeinen in die Geride BB t . . * . hineinfallen, -Wen Jedeeh, 
von fegend einem Aafangspunct a ausgehend, das m Eck eiok von selbe! schlieft!, 
indem auch das Element o, auf a fiüft, so wird das Polygon auch bei jedem «*- 
dorn Anfangspuncte ton selbst sich achtiefeou. Auberdem wi#d die VatiMnding»- 
Mnie irgend einer geradsteüigdn und einer ungendateUigba Ecke dank ein* 
t JPnatt darGeradsn BB X .<;■. . gehe*, weil Jedes gutta d*^*iV,M«i 
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uageradsteBigea Gehtfde perspektivisch liegt, indem die Gerade in« iwei Pro- 
jeetionsstmhlea derselben s. B. n^va* »d ttjiiß enthalt, weshalb deren Projections- 
mittelpuuct auf der Geraden ntn liegt. Also: 

B e w e g e* eich alle Seiten eines geradzahligen eingeschriebenen Po- 
tggons, aufeer der letzten, um feste, in einer Geraden liegende Puncle, 
9* dreht eich ameh die letzte Seite, und überhaupt Jede Verbindungslinie 
ri$mr germditettigen mit einer ungeradslelligen Ecke, um irgendeinen fetten 
Punct jener Geraden. 

Die Aufgabe dieser Nummer, von der seit alten Zeiten besondere Fälle 
viel behandelt worden sind, hat endlich Herr Poncelet (S. No. 557.) in ihrer 
ganzen Allgemeinheit auf awei Arten gel Äset, die im Wesentlichen identisch 
sind. Eine derselben stimmt buchstäblich mit der obigen Oberein, obwohl sie 
aas gani verschiedenen Principien und durch eine viel verwickeitere Ketten- 
folge von Schlössen hergeleitet ist. Sie beruht anf der Betrachtung derjenigen 
Corvo, welche die letzte Seite ao* des veränderlichen * Ecks in allen ihren 
Lagen einhüllt und die (wie auch in der folgenden Nammer gezeigt werden soll) 
ein Kegelschnitt ist, der mit dem gegebenen eine doppelte Berfihrnng hat. Es 
handelt sich ann darum, die Berührungssehne zu construiren , weil deren End- 
puncte die gesuchten Anfangs -Ecken des Polygons sind, insofern in ihnen das 
vea dem gegebenen Kegelschnitt abgeschnittene Stock der Tangente verschwin- 
det and mithin die Puncto a und e. nusammenfidlen. Dafs jene Cnrve ein Kegel«* 
schnitt ist, der den gegebenen doppelt berührt, wird zunächst für den Fall eines 
Dreiecks bewiesen, indem die Figur dergestalt projicirt wird, dafs der geger- 
bene Kegelschnitt ein Kreis wird und die Verbindungslinie der beiden festen 
Puncto ins unendliche fUlL Dann ist leicht zu übersehen, dafs die Einhüllung*- 
Cnrve ein ooncentrischer Kreis wird. Da ann überhaapt zwei Ahnliche und 
ähnlich liegende concentrische Kegelscbnitte als eine doppelte ideale Berüh- 
rung im Unendlichen habend angesehen werden, so entspricht diesem Kreise 
ein doppelt -berührender Kegelschnitt, dessen Berührnngssehne die Verbindungs- 
linie der beiden Drebpunete ist Daft sieh nun im Allgemeinen die n-f lte 
Seile eineq veränderlichen (*-f 1) Eoks, von welchem n Seiten sich am n feste 
Platte drehen, eben so bewegt, als wäre sie die 3te Seite eines Dreiecks, 
wird darch eine all müMge (von Herrn Brianchen hefrührende) Elimination 
der Seilen nebst ihretf'Brehpmcten nachgewiesen, bis beziehlicb nur drei und 
awoL derselben übrig bleiben. Das Etiminationsverlehren ist in den AufOsun* 
gen ddr beiden Aufgab« in No. 13 a. enthalten. Die erste Poneeiete&e Anf» 
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löeiing berubt auf dieser Eliminatioü^ indem die Verbiaidttägialinie : irtr ' b e id e n 
zuletzt übrig bleibenden Drebpuncie unsere verlangte Richtlinie ist Durch 
diese Construction werden nicht nur die Richtlinie hergestellt, sondern «*ek 
die beiden Pancte derselben, um welche sich zwei Seiten des Dreieck* drehen ; 
als detfsen dritte Seite die letzte Seite des Polygons 04, anzusehen* ist Seine 
s weite Auflösung, die viel eleganter ist, beruht anf der Aufgabe, ans drei ge- 
gebenen Tangenten den Kegelschnitt an finden, der den gegebenen doppelt 
berührt. ' Die oben gegebene Herleitung ist ausserordentlich viel einfache?, ab 
die Foiwe/e/sche. Denn erstens ist die Betrachtung der EiahüHnngsönrve der 
Halten Seiten durchaus nicht erforderlich, und zweitens l*ftt die Aufgäbe, 
dieselbe ans drei Tangenten zu bestimmen, eine vierfache Auflösung zu, Je 
nachdem man die auf dem gegebenen Kegelschnitte liegenden Endpuncte der 
Tangenten, nemlich a, b, c, a„, b,, c t einander, zuordnet. Von diesen vier 
Auflösungen kann natürlich nur eine der Aufgabe genigen, da die EinbflHuugs« 
curve aveh die übrigen n -fiten Seiten berühren mufe. Die Determination iler 
Auflösung im Sinne des Trakt etc. unterliegt einiger Verwickelung. Anok 
geht Herr Poncelet selbst oherflfichlkk darüber hin und sagt nur zur Reckt* 
Fertigung derselben»: „Or, cette courbe (die EinhÜllungsourve) devant neteosaii 
reinent ötre interienrö k la proposöe* iltsesa fccile de voir, que les pveüieres 
extrtmites a des trois portions de polygones qui ont donn* «sei*, eorded mK 
devrodt ötre prises pour les Irbis sommets de rang impair de 1'haxagea» et*. 
dessns, et les dernieres K pour les taste sommets de rang pdir qui teuf eout 
opposes respectivemenL'' Dies ist aber offenbar feine kleine Übereilung^ tri* 
man leicht für den Fall eines Drmeok$ einsieht, wenn von den bmdemDnk*- 
puncto* der dneümerkato und der andere amfsethelb 4m ßigtbnm isysf 
9chni08 litifl; denn alsdann beruhet dia EinhüUungscarve denselben 4ufsertich 
dpppelt Da die in dieser Nummer gegebene Auflösung einer bolcbei Beter» 
mmatkra nicht beddrf, und geradezu die richtige Coastriictionan^iHset, so mtekte 
sie nibht unwesentliche Vorzüge vor der Poneelefy&*ö\Hb4ü*<< -- v <u- 

16; Zum Schlüsse s*U noch das Erzeugnis? zweier »WeiBdgendeolkrniBM. 
nten Gebilde betrachtet werden, weleheseatsteht, wenn man die votspeecfcenlM 
Elemente beider .paarweise Verbindet Sind die genannten Gebilde <*wbi tan** 
tenreiben, so erhält man dnseh Verbindung der entspinnenden dBenrimlitnphain 
eine Sdiaar Gerader, welche eine /gewisse -'^ *4 

«obM» zwet Strahlenbüsckei, so ergtebi die paarweise Yeebinduärdekolben 
eine Fuhotefarethe, die «in* bestimmte. €imv* bilden wird* JU barideH skJk mm 
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die Ermittelung dieser eben deftnirten Curven; da jedoch der zweite Fall nur 
der polare Nebensat* des erstem ist, so soll, wie in den vorigen Nummern, 
nur dieser letztere berücksichtigt werden. 

Es mögen sich also anf dem Kegelschnitte K (Fig. 18) die beiden pro- 
jecti vischen Gebilde B y fc, a, . . . . nnd Ä,, b n a i9 .... befinden, deren Richt- 
linie A ist; dann sind ÄÄ n Ü A9 aa i9 ... . . Tangenten der erzeugten Cnrve. 
Ich behaupte nun, dafs diese Curve ein Kegelschnitt ist, welcher den gege- 
benen K doppelt berührt ; und zwar in den Puncten m und n, in welchen 
die vereinigten entsprechenden Elemente der beiden Gebilde liegen. Diese 
Behauptung liefse sich mit Hülfe eines leicht zu findenden Lemmas dadurch be- 
stätigen, dafs man zeigte, wie irgend zwei Tangenten, namentlich die in den 
Puncten m nnd n, von den übrigen projeetivisch. geschnitten werden.. Es soll 
hier jedoch ein anderer Beweis gegeben werden, der von der Realität der 
Berflhrungspuncte m and n unabhängig ist. 

Vermöge der Bedeutung der entsprechenden Elemente Ä, B x \ h r b iy 
a, a x ; u. s. w. schneiden sich die Linien Bh k und B x b\ Ba L und B t a; Ca t 
und C x a; u. s. w. auf der Richtlinie A beziehlich in y (oder ß^. o, o l9 n. g..w. 
Betrachtet man nun auf jedem Strahle BB^ bb x , aa t , u.s.w. die ihren be- 
ziehlichen Dnrchschnittspunctea mit der Richtlinie zugeordneten harmonischen 
Pnncte, nemlich B 2 , b 2 , o*, . ..., so werden diese Puncto 1) auf einem Ke- 
gelschnitte liegen und 2) wird dieser Kegelschnitt in ihnen von den zugehö- 
rigen Strahlen BB k , H n aai,*... berührt werden; so dafs also der genannte 
Kegelschnitt, die gesuchte erzeugte Curve ist. 

1) Die Richtlinie A und die Geraden Ädi, B x a und J? 2 «2 schneiden die 
beiden Strahlen BB t und aa % harmonisch. Die drei ersten schneiden sich 
in einem. Puncto a; folglich geht auch B 2 (h durch denselben Punct a. Ans 
ähnlichen Gründen liegen 6 2 , (fe, a L einerseits und fl 2 , y, \ andrerseits auf 
einer Geraden« Der Punct o* wird also durch den Durchschnitt der beiden 
Geraden B 2 a und kc^ bestimmt. Stellt man sich nun das Element a, und dem- 
gemfifs auch e M veränderlich vor, so entstehen dadurch auf der Richtlinie zwei 
Gebilde o, /9, y, . . . . nnd <x A ,./?i, y M . . .., welche beziehlich mit dem krum- 
men Gebilde a x , ....von den festen Projectionspuncten B und C aus per- 
speettvisch liegen, also auch unter sich projeetivisch sind. Folglich sind auch 
die Strahlenbüschel B 2 und C 2 in Ansehung der Strahlen B t a und C^ pro- 
jeetivisch. Sie erzeugen daher einen Kegelschnitt, der auch durch die Puncto B 2 
and C, geht. 
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2) In dem Puncto B 2 berührt diesen Kegelschnitt derjenige Strahl des 
Büschels J?2, welcher dem Strahle C 2 B 2 oder C 2 ß g zugeordnet ist Dem 
Puncto ßi der Richtlinie entspricht aber offenbar der Punct ß (Durchschnitt*-* 
punct von BBJ derselben Richtlinie, da Cß x und Bß sich in B x auf dem 
Kegelschnitte schneiden. Der dem Strahle C 2 ß x zugeordnete Strahl im Bü- 
schel B 2n oder die Tangente des erzeugten Kegelschnitts in II*, ist daher B 2 ß 
oder BB t . Aus demselben Grunde berührt den Kegelschnitt in 63 der Strahl fr&i, 
in o* der Strahl a<ti, u. s. w. Folglich umhüllen schlieblich die gestimmten 
Strahlen aa x den durch die Puncto 02 gehenden Kegelschnitt. Für die Strah- 
len mm x und ntu fallen offenbar die Berührungspuncte nta und sb in die Puncto 
m(mO und n(«i) selbst. Der erzeugte Kegelschnitt hat daher eine (reelle 
oder ideale) doppelte Berührung mit dem Kegelschnitt K, lüngs der Berüh- 
rungsseltne A. 

Dem so eben aufgestellten Beweise könnte auch eine etwas verschiedene 
Wendung gegeben werden , wenn man zuerst bewiese, dafs der Punct B 2 der 
Berübrungspunct des Strahles BB t ist Dies gelingt mittels einer häufig he-* 
nutzten Betrachtung des Unendlichkleinen. Da nemlich die Tangente BB k von 
den nüchstanliegenden in ihrem Berührungspuncte geschnitten wird, so darf 
man sich nur die Tangente aüi der Tangente BB X unendlich nahe gerückt vor- 
stellen. Man erkennt alsdann sehr leicht, dafs sich der Durchschnittspunct von 
aa L und BB X allmülig demjenigen Puncto zu bewegt, welcher dem Durch- 
schnittspuncto voni^a* und i^a auf Ba t oder BB t harmonisch zugeordnet ist 
Sind nemlich überhaupt pp t und qq t irgend zwei zusammenfallende Geraden, 
so sind die Durchschnittspnncte von pp t und qc^ und von pq % und p t q ein- 
ander sowohl in Bezug auf p und p l9 als in Bezug auf q und q x harmonisch 
zugeordnet Hierauf würde dann der Beweis wie oben unter 1) weiter ge- 
führt werden. 

Übrigens konnte auch von vorn herein eine andere Betrachtung angestellt 
werden, aus welcher sich nicht nur der Berübrungspunct eines jeden Strahls» 
sondern auch die Beschaffenheit der gesuchten Curve ergaben; nnd zwar ohne 
Betrachtung des Unendlichkleinen. Durch irgend einen Punct P der Ebene 
können nemlich nur zwei Projectionsstrahlen, wie aa, (Fig. 19), gehen, weil die 
Gebilde sonst perspectivisch lägen (No. 5.). Es werden aber im Allgemeinen 
zwei Projectionsstrahlen durch ihn gehen, und man findet diese, wenn man 
von P aus das Gebilde a, 6, .... auf denselben Kegelschnitt K projicirt und 
die vereinigten Puncto p 2 q* des so entstehenden Gebildes o?, ( 3 , .... und des 
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Gebildes a x , t n .... wicht*); alsdann sind offenbar Pp 2 und Pc\ 2 die gesuch- 
ten Projection8Strahlen. Da sich also von P ans zwei, nnd nur zwei Tangen- 
ten an die Curve legen lassen, so ist diese von der zweiten Ordnung, oder 
ein Kegelschnitt. Will man nun auf irgend einem Strahle aa t den Berflhrungs- 
punct finden, so hat man nur denjenigen Punct desselben zu suchen, aus welchem 
sich nur eine Tangente (also a<ti) legen Iflfst, oder fflr den, besser gesagt, 
beide Tangenten zusammenfallen. Fflr diesen Punct P darf das entstehende 
Gebilde o^ &*, .... mit dem Gebilde a t , fc M .... nur einen zusammenfallen- 
den entsprechenden Punct haben: deren Richtlinie mufs also die Tangente Qa t 
an den Kegelschnitt Jf in a x sein. Der Punct P mufs deshalb so auf oa t 
liegen, dafs wenn man noch die Puncto nfe und tfe zeichnet, die Geraden 
ntjits und ntatti sich in einen Punct Q dieser Tangente schneiden. Aus einem 
Ähnlichen Grunde müssen sich die genannten Geraden auch auf der Tangente 
in an den Kegelschnitt schneiden, und folglich mufs Q der Durchschnitts- 
punct dieser Tangenten oder der Pol von aa A sein. Hieraus folgt wegen des 
eingeschriebenen Vierecks mittn^ leicht, dafs der Punct P dem Durchschnitts- 
puncte von oa t mit mn harmonisch zugeordnet sein mufs; u. s.w. 

16. Der eben bewiesene Satz lflfst sich auch umkehren: Wenn zwei 
Kegelschnitte eine doppelte (ideale oder reelle) Berührung haben, so wird 

jeder von den Tangenten dee andern prqfectivisch geschnitten. Heifst nein- 
lieh -4 die Berflhrungssehne der beiden Kegelschnitte K und Ä^, und schneidet 
irgend eine Tangente des einen K x den andern K in den beiden Puncten a 
ubd a M so ist durch diese Data die Projectivittt zweier Gebilde a, fe, . ...; 

a t , (1, auf dem Kegelschnitt K vollständig bestimmt; und diese beiden 

Gebilde bestimmen wiederum, der vorigen No. zufolge, einen Kegelschnitt, 
der den Kegelschnitt K in seinen Durchschnittspuncten mit der Geraden A, 
und aüfserdem die Gerade aa L berührt Es kann aber nmr einen solchen Ke- 
gelschnitt geben; woraus folgt, dafs der erwähnte Kegelschnitt mit dem Ke- 
gelschnitt K x identisch ist. Hiermit wflre der obige Satz erwiesen. 

17, Aus diesen beiden Lehrsätzen kann, namentlich mit Berücksichtigung 
des oben bewiesenen Umstandes, dafs jede Tangente des einen Kegelschnitts von 
ihrem Berflhrangspuncte, von dem andern Kegelschnitte und der Berflhrungs- 
sehne beider Kegelschnitte harmonisch getheilt wird, die ganze Poneeletsehe 
Theorie der doppelten Berflhrang entwickelt, erweitert und vervollständigt wer- 
den. Unter andern ergiebt sich insbesondere der folgende Satz: 

*) Vergl. Steiner No. 18 und No. 4i. ID. 

45* 
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Wenn der Kegelschnitt K van zwei andern K t und K 2 doppelt 
berührt wird, eo schneiden eich die beiden Berührungeeeknen und zum 
zusammengehörige gemeinschaftliche Secanten der beiden Kegelschnitte K t 
und K 2 in einem Punct; und diese vier Geraden bilden ein harmonisches 
Büschel, in welchem die beiden Berührungssehnen einander zugeordnet sind. 

Die erste Hälfte dieses Sattes findet man schon im »Tratte sor les prop. 
proj." Mit Berücksichtigung des polaren Nebensatzes kann dann noch hinzu- 
gefügt werden, dafs auch die beiden Berührungspole und zwei zusammen- 
gehörige Durchschnitte gemeinschaftlicher Tangenten der beiden Kegel- 
schnitte K l9 K» auf einer Geraden liegen und dieselbe harmonisch theilen, 
so dafs die beiden Berührungspole einander zugeordnet sind / dafs diese 
Gerade in Bezug auf beide Kegelschnitte K x und K 2 die Polare des oben 
erwähnten Punctes ist; und endlich, dafs die so eben genannten beiden 
zusammengehörigen Durchschnitte gemeinschaftlicher Tangenten von allen 
sechs existirenden diejenigen beiden sind, welche den obigen gemeinschaft- 
lichen Secanten zugeordnet sind. 

Wenn man diese Sätze specialisirt, so gelangt man wieder xu bekann- 
ten Sätzen. Artet z. B. der Kegelschnitt K in ein System zweier Geraden 
aus. welche die zwei Kegelschnitte K t und JK* berühren, so hat man den 
bekannten Satz, dafs die beiden Berührungssehnen und zwei gemeinschaftliche 
Secanten der beiden Kegelschnitte sich in einem und demselben Puncto schneiden 
und um ihn ein harmonisches Büschel bilden. 

Läfst man, eben so, in dem Satze von No. 15. beide Gebilde des Ke- 
gelschnitts K identisch sein , so verwandeln sich die Projectionsstrahlen in 
Tangenten an diesen Kegelschnitt, und der erzeugte Kegelschnitt fällt mit jenem 
zusammen; daher werden zwei Tangenten eines Kegelschnitts vffii den übrigen 
projeclivisch geschnitten: der bekannte Satz, von dem wir ausgegangen sind. 
Läfst man beide Gebilde perspectivisch liegen , so ist das Er zeugnifs ein Punct, 
nerolich der Pol der Richtlinie; daher wird jede Gerade durch irgend einen 
Punct v durch dessen Polare und durch den Kegelschnitt harmonisch getheilt; 
wie bekannt. Läfst man den erzeugenden Kegelschnitt in ein System zweier 
geraden ausarten, so folgt, dafs jede Tangente eines Kegelschnitts von ihrem 
BerOhrungspunct, von zweien andern Tangenten und von deren Berflhrungs- 
sehne harmonisch geschnitten wird, wie bekannt. U. s. w. 

Auf die epeciellen Fälle der gegebenen Sätze, so wie auf die Ent- 
wicklung der zu Anfang dieser No. aufgestellten, will ich mich an diesem 
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Orte nicht weiter einlassen, weil ich in dem Vorhergehenden die Anwendbar- 
keit nnd Fruchtbarkeit der in dieser Abhandlung vorgetragenen neuen Theorie 
genügend ins Licht gestellt sn haben glaube. Ich kann mir jedoch nicht ver- 
sagen, eines der merkwürdigsten Resultate derselben hier vorlaufig ohne Be- 
weis miteutheilen. » 

18. I. Wenn drei Kegelschnitte K, K l9 JC,, einen vierten K s 
doppelt berühren, so schneiden sieh viermal drei ihrer gemeinschaftlichen 
Sehnen je in einem Puncto, und viermal drei ihrer Durchschnittspuncte 
gemeinschaftlicher Tangenten liegen je auf einer Geraden. Von den je- 
desmaligen drei Sehnen und den jedesmaligen drei Durchschnittspuncten 
gemeinschaftlicher Tangenten gehört jeder einer andern paarweisen Ver- 
bindung jener drei Kegelschnitte an; und zwar sind 

p und q zwei zugeordnete gemeinschaftliche Sehnen der Kegel- 
schnitte K x und JSa, 

p k und q t derer . K 2 und KJ 

p 2 und q 2 derer K und K t \ 

und schneiden sich die drei ersteren p ß p t und p 2 in einem Punct, so 
schneiden sich p, y M q 2 ; P\> <f, y*; Pi> 9> Vi t» den drei andern Puncten. 
Und eben so heißen 

p und q zwei zugeordnete Durchschnitte gemeinschaftlicher Tan- 
genten von . K k und K 7t 

p t und q t von K 2 und K, 

p 2 und q 2 von . . . K und K^ 

und liegen p, p ly p 2 auf einer Geraden, so liegen j>, q 19 q 2 ; p M q, q 2 ; fc* 
q, q x auf den drei andern Geraden. Diese Durchschnittspuncte gemein- 
schaftlicher Tangenten p, q; p M q x ; p 2 , q 2 sind, als solche, jenen gemein- 
schaftlichen Sehnen p, q; p k , q L \ p 2 ^ q 2 beziehlich in Umsicht der Kegel- 
echnittspaare , zu denen sie gehören, zugeordnet. Jene sechs Durch- 
schnittspuncte sind die Ecken eines vollständigen Vierseits, dessen drei 
Diagonalen die drei Berührungssehnen sind; die sechs Secanten sind die 
Seilen eines vollständigen Vierecke, dessen drei Diqgonalpuncte die drei 
Berührungspuncte sind. 

Dieser Satz enthalt das Pascalsche Sechseck, das Brianchonsche 
Sechsseit, eihe grofse Zahl der in Herrn Brianchon's „Memoire sur les lignes 
du second ordre" gegebenen Sätze, die ganze Poncelettcbe Theorie der Ho- 
mologie, u. s. w. 
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IL Damit drei Kegelschnitte von einem vierten doppelt berührt 
werden können, ist es nothwendig und ausreichend, dafs entweder drei 
ihrer gemeinschaftlichen Secanten in einen Punct zueßmmenetofsen, oder 
daß drei ihrer Durchschnittspuncte gemeinschaftlicher Tangenten auf 
einer Geraden liegen. 

Hieraus fliefst als Corollar der folgende Satz, zu welchem ich mich 
Herrn Poncelels Terminologie bediene: 

///. Wenn drei Homologiepuncte dreier paarweise zusammenge- 
stellten Kegelschnitte auf einer Geraden liegen, so befindet sich Jeder der* 
selben mit den den beiden übrigen zugeordneten Homologiepuncte* eben» 
falls auf einer Geraden; und von den diesen 6 Homologiepunclen zugeord- 
neten sechs Homologie- Axen schneiden sich viermal drei je in einem Punkte, 
so da fs jede von ihnen, welche durch den Durchschnittspuncl zweier andern 
geht; ' auch den Durschchnittspunct der den beiden letztern zugeordnete* 
Homologie- Axen enthält. Jene sechs Homologiepuncte sind die Ecken eines 
vollständigen Vierseits, dessen drei Jhagonalpuncte , jeder in Bezug auf 
ein Kegelschnittpaar , die Pole der drei Diagonalen desjenigen Vierecke 
sind, von welchem jene sechs Homologie- Axen die Seiten sind, u. #. w. 

Und umgekehrt: 

Wenn drei Homologie -Axen dreier paarweise zusammengestellten 
Kegelschnitte sich in einem Puncte schneiden, so schneidet sich jede derselben 
mit den den beiden andern zugeordneten Homologie-Axen ebenfalls in einem 
Puncte; und von den diesen sechs Homologie -Axen zugeordneten sechs 
Homologiepunclen liegen viermal drei je auf einer Geraden, so dafs jeder 
von ihnen , der mit zwei andern auf einer Geraden liegt, auch mit den 
den beiden letzteren zugeordneten Homologiepunclen auf einer Geraden 
liegt. Diese sechs Homologiepuncte und sechs zugehörigen Homologie- Axen 
stehen in dem oben beschriebenen Verhältnisse zu den drei Kegelschnitten. 

Dieser Salz enthält viele merkwürdige Falle. In ihm ist unter andern 
ein höherer Grund sichtbar, weshalb die drei gemeinschaftlichen Sehnen irgend 
dreier Kreise in einem Puncte zusammentreffen u. s. w. 

Wie man für drei der angegebenen Bedingung genügende Kegelschnitte 
einen gemeinschaftlich doppelt berührenden Kegelschnitt finde, ergiebt sich aus 
I. und III. Für jedes System solcher sechs Homologiepuncte und Axen, wie 
oben beschrieben worden, erhalt man einen Kegelschnitt Dafs die drei gege- 
benen Kegelschnitte mehr als ein solches System haben können, ist leicht so 
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sehen. Man darf nur, dem Obigen gemfifs, drei Kegelschnitte K, K ly K% be- 
schreiben , von denen jeder zwei beliebig angenommene Kegelschnitte C and 
C| doppelt berührt Die drei ersteren haben dann nothwendig zwei solche 
Systeme. 

Nachtrag. 

13. a. Man soll auf dem Kegelschnitte K (Fig. 20) ein Gebilde con- 
strmren, welche* mit drei gegebenen Gebilden perspectivisch liegt. 

Sind a, b, c, . ...; a A , b M c i9 . ...; 02, fc 2 > c 29 •••• ^ e gegebenen 
Gebilde 9 sind J?, i9 J? 2 die Mittelpuncte, in Bezug auf welche sie beziehlich 
mit dem gesachten Gebilde a s , B S9 c 3 , .... perspectivisch liegen, nnd heifsen 
A, A» A4 die Richtlinien beziehlich des 2ten nnd 3teu, des 3ten and lten, 
des ltenand2ten Gebildes, so müssen, der vorigen Nummer zufolge, B and Ai, 
auf der Richtlinie A„ B and B 2 auf A t and B x and B 2 auf A liegen. Mit- 
hin ist B der Durchschnittspunct von A x nnd A 2y B k der von A* nnd -4, und 
B 2 der von A und ^ x ; womit das gesuchte Gebilde bestimmt ist 

Das Gebilde a 3 ist schon hinlänglich durch einen der Projectionsmittel- 
puncte, z.B. durch B n bestimmt. Man braucht also nur die beiden Richtlinien 
A 2 and A zu kennen und kann die obige Constroction benutzen, um die Mit- 
telpuncte B und B 2 oder die Richtlinie A k des lten und 3ten Systems zu 
finden. Man zieht zu dem Ende von 19 dem Dnrchschnittspuncte von A 
und A* % die Gerade B k ai und erhalt auf ihr den Punct a 3 ; zieht man nun 
noch a 3 a and a 3 02, so liegen auf diesen Linien beziehlich die Projeclions- 
mittelpuncte B und B 2 * Diese liegen aber auch beziehlich auf den Richt- 
linien Aa und A. Folglich ist der Punct B der Durchschnittspunct von a 3 a 
und Ax, und der Punct B 2 derjenige von a 3 as und A. Die Verbindungslinie 
BB 2 ist dann die gesuchte Richtlinie A k . Z. B.: 

Die vier Gebilde a, • • . . ; a i9 . . . . ; 02, . . . . ; a 3 , .... liegen, jedes 
mit dem folgenden, nach den Mittelpuncten B, B k , B 2 perspectivisch: man 
soll ein Gebilde <u, .... finden, welches mit dem ersten und letzten per- 
spectivisch liegt. 

Um diese Aufgabe zu lösen, ohne die Richtlinie des ersten und letzten 
Systems zu kennen, bestimme man, dafs das gesuchte Gebilde auch noch mit 
dem Gebilde a*, . . . . perspectivisch liegen solle. Dann ist die Richtlinie der 
Gebilde a, .... und a M .... die Polare des Puncts B. Die Richtlinie der 
Gebilde Oj, .... und a 3 , . . . . Ist die Verbindungslinie der Drehpuncte B ly B 2 . 
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Den Durchschnitt dieser beiden Richtlinien verbinde man mit & g nnd es ergebe «ich 
auf ihr der Punct 04 : Dann bestimmt die Gerade 04a anf der Polaren von B 
den Projectionsmittelpunct C, und die Gerade (^Os anf der Linie B t B 2 den 
Projectionsmittelpunct C 19 in Bezug auf welche beziehlich die Gebilde a.... nnd 
a* mit 64, ... . perspectivisch liegen. 

Die fünf Gebilde a* — ; a M ....; Oa, ....; a 3 , ....; 04; . . .. (Fig. 21) 
liegen, jedes mit dem folgenden, nach den Mittelpuncten B f #*, JB 2 , B y 
perspectivisch: man soll ein Gebilde <ts, .... finden, welches mit dem ersten 
und letzten perspectivisch liegt. 

Man bestimme zu dem Ende, dafs das gesuchte Gebilde auch mit Oa, .... 
perspectivisch liege. Nun ist BB t die Richtlinie von a, .,.. nnd 02, ....; 
B 2 B S die Richtlinie von Oj, .... und 049 . . . « Aus deren Durchschnittspnnct 
B 4 siehe man die Gerade B^i den dadurch erhaltenen Punct 05 verbinde 
man mit a nnd mit 04, so erhalt man, beziehlich anf BB X und B 2 B^ die ver- 
langten Mittelpuncte C nnd C x . 

Berlin, im Jahre 1844. 
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Note stur Jtt rSdöCtion des fonetidüs homognes 
k coeffeifinis ©ft^iers et & 4eux inde^iwinees, 

CP« Mr. C. Jfrrmifo a Pari«,) 



So!» • 

la forme proposee; nommonst : 

«11 «2» «Jl ••••«« ' i • • • 

les meines, supposees d'abQ|d tyRites reelle* t 1ß Hequation 

Az*+Bar- l +C*-*-\-. . ..+Kz+L = 0, .... 
je definirai le determjnant de f(y,v), ie plus petite des valeurs que peut 
prendre l'expression. 

lorsque les quantites J^ J 7 , ...... J^ prennent.teutes les valeurs reelles et 

positives depuis zero jusqn'ä rinfini. El d'abörd an tel ainiaram existe toujoars, 



car il est aise de voir qoe D est infiniment grand, ponr des valeurs infimmebt 
petites et infiniment grandes de» variables; posant done les equations: 

rfD n rfD n rfD A ... ,. ,. 

on est assure d'avance, qui'elles seront satisfaites, aa moins par im systdme de 

determinations reelles et positives de J^ J 2 ^ jt m * Qe* equations de- 

viennent en prenattt: 

... .-.■!.. 'r'.-.; ; ;V-:-,'i«> 'i-!v. .\ '.-. ■".■.£ ; :.ü: i. . , -'.•: -/:*■•»:» \>ir': m'Ii»:; im I ; ,{. 
'.-: *>M«-i|.Vi . : . \ '^.i';:: 1 i..:l/i^Ti- 1 r.t ^'V/T: : J .\ ? u) Uli ••"-. fi.l.* i'i .\. •. nlJUMi) 

et ä'pWp&töent parier, «ÄÖf"i4e 'conttetöeitf'qtfe' Wrnftbft*'^, ' ^''eW 
Itftar sotoa* CeWeurt d*ow> Tidentte: ■' ■ ■■• . T:>ürj,#. .-: -.mV •"'., .-.-.-> 

- ■.,;. v \.,y - -££f r.TT.f»I^^.T^rfif^7rAV/fT4r«f|aj.'..il.i./.; n» ti .■■.iiiiiiw; 
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Cette definition da determinant pour une forme f(y>&) de degre quelcorfque, 
comprend comme ii est aisö de le voir^Üe cas particolier des formes binaires; 




en general leor premier membre par * 

JP!^D 9 A, B, C> . • . . JE* Ij) 

le coefficient de la plus haute puissance de D etant l'unite, je dis qu'Ü 4$ 
cbangera pas de valeur, si Ton y remplace respetiivemtiit . , 

A. f B 9 C f . . . . Ä, ü.i . f'^-- -. "i i ■ ■ ( ♦. 
par les coefficients 

de la transformee ^ 

.■ foy¥*°#,*y'+'f*v^ ntf>*n ■■-••■■■■ 

les entiers m, m°; n, n° ttaiit soumis riffcftqdition a»n ü — »m ü = + 1. Pour 
le faire voir, soit 

■ ■■w,•} , ^ i any^^.ct-**) ? ;^■^^; , ■ ,,:, 

•?fflW. ,r.i :<;/ ■«■: ..'>.ij ..n»;'!- !.•»«..«. ■:'.:. ■ ■ M .. :. : . r-»/ 1 ■. .» -► i - 

^ ^^ m — noj 7 
on aura , . < r 

et 

»:*. -;■!•:■ >,J - * X ^ • '■ »■'• ■ * y-iuu ' •':■ villi 1 ". : .m r'\..' " .'i 

-« = A(m — na x )(m — *fy) . • * . (m — naS).^ 

Or ai Ton substitue dans les equations (l.), a *' * «• pour obtenir les valeurs des 
quantites J, relatives au determinant de la.nöuvelle forme /i(/, a?'), comme les 

differei^e* (*'—*/$* deviennent; . " ^ JSKffki, g,i« i 'fo* •** »»ediqteuient 

qw celi reWent a p^* i4 po^^ (gtJ^^ iffl-^^^ 

donc par cette Substitution, 4, ^ 2 , . . . w ^^ dei^uMieiiliy lättplemMtv a «or 
facteur oonstant pres, (m— na k ) 2 J^ (mr-nctf4*% etc. Soit X ce facteur inde- 
terminö, ü en resulte qadfar la Substitution 'de <*£ A «;, ^/= J^JE^^a, — a y ) 2 
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se changera en X 7 J, mais la valeur de D* raste absohunent la mtme, le produit 
i*" (m — n «O (m — n c^) . . . . (m — n a H ) , disparaissant eomme facteur commun 
au numerateur d'apres la valeur ci-dessus <}e A\ Aiosi les deux equations 
en D, qui sont relatives a la forme proposee, et a $a transformee , ont les 
mömes racines, et sont par consequent identtques. 

Voici maintenant quelques exemples du calcul de D: 

1°. n = 3, f(y,x) = Ay* + Bfx-\-Cyä?-\-Da?. 
On trouve 

et les equations (1.) deviennent: 

2J = 94tM<*>-*i?+M«3-<*2) 2 )> 
d'oü on tire 

ou bien 

A — («>-*>)* A — («i-*«) f 

Soit donc 

^1 = («2 — «fe)\ 4 = («1 — ß.)\ 4 =.(«1 — « 2 ) 2 , 

on obtiendra successivement: \ 

, ..üibW- (*?— ^Cft~«i} 2 («i-^) 2 , j , , /f ilP . 

et par suite: 

«= {27(fl»C 2 -4B , P-4CM-27^Z> 2 +18^BC , ö)}* 

U .YW* $fi n: \ ■,'■ '..Vi.u-i » . =■ .-.; :-. .Vi -.b il..l!U)im.Ml-i(l ,.l 
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on en dedoit per ooe combinaison fädle: 

^2 ^3 («a — «3)* — ^4^i(«4^-«i) 2 , 
44 («! — «,)* = 44(o 2 — a«f, 
ou bien encore: 

4 2 (oj — «0*(«i — o 4 ) 2 = 4 2 (oj — ««?(«»— o«) 2 , 

4? («« — «s)* («»'-- «4>* = ^l(«l — «4) 2 («1 — «3)\ 
^(« 4 — «,) 2 (« 4 — «j) 2 = JltCti — Oj) 2 ^,— «j) 2 . 

Ainsi nous prendrons: 

4" = («a — «s) 2 («s— «4) 2 («4-^«j)% 
4? = («, — a 4 ) 2 (o 4 — «^(a» — as>\ 

^ = («4 — «l) 2 («l — «^(«S^O«) 2 , 
^ = («I — 02) 2 («J — «3) 2 («3 — «l) 2 » 

et pour avoir comme la qoesüon l'exige, des determinations positives, nous 
supposons , 

«i > «2 > «3 > «45 
ce qoi donnera: 

4 = —(«»2 — «3) («3 — 04) K—ai), 
4 = —(«s—o 4 )(te« — «,)((*!*-«,), 

4 = — («4 — «i)(Ol — 0,)(«j— tt 4 >, 
4 es — ( 0l ^O,)(Oj— B,)(Oj — «!). 

Soit pour abreger recritare, Sl le earre da prodait des six differences des 
racines prises deux a denx, on concinra de ce qui precede: 

f 4444 =. iß, 

La determinaüon de D, en fonction des coefficients de f(y, af)\ x öö rtfofene 
aisement a 1A rfeotoüon d'une eqnatfcm du 3* degre; eh representant par 
<P(A,B,C,D,E) la fcmction rationaeile et eatiere de xeb coefficients qu'on 
obtient pour le produit aymm&riqua -Ä 6 i2, lette equatiw sera: 



SO. CL Uermite, sur la reductioh d» fomci. homog. * deux m M to mkt SdZ fttf 

ei »es trois raeines: 

4J[(a 1 — a 2 )(a 3 — cc 4 ), 

£A(a L — a 4 )(o2 — «3)- • .« ; * . ■■ 

Voici maintenant, la mtthode generale de jreduction; ayant determine 
par la theorie precedente, les quantites J^ J 2 ^ ^ A , soit 

y = my-f^^, ■ ■ 

la Substitution propre ä reduire la forme bfoafre, 

J 1 <y-a l xf + J t (y-a>x?+....+J m (y-a m xf. 

dont le detarawaaot cbange de aigne^ est 1» ^uantltö iedgnim A-deaso* par J, 
je dis que cette möme Substitution effedtuee dans la forme proposee f(y f x) 
conduira a une tranafonsöe fitf,*?) doit touts les coeffipients auront des 
valeurs limitees qu dependrout seulement du determinaat I> T et de l'exposaftt n. 
Soit . 

d'aprte le priocipal caractere dee femer kfaraires redvitea, 01 mm 

aa <|^, ■■ ' 

ce qui donne en supposant ax^a^, la Hmite a* <;£<</; or voici les conse- 
quences qui s'en deduisent. En premier lieu, le prodait deß quantites pgpitives, 

J^m — ^nfy J^m-r^nf etc., ne jjouvapt depaa?er >aon maxiuunfl (^J, 
on aura: 

44..-.4..(* — ai *) 2 (m— «**)\...(ni— ««*)* <(-£)", 

d'oü Ton^tire aisement 

A(m — a&Xm — t^n) . . . . (111 — a^n) < (— ) Yi)" D- 

Secondement, si Ton omet dans a, le termez/,(m — na,)\ en raisonnant com» 
tout-ä-Pheure, on trouvera 

J L J 2 .... J^ . 4- +l 4?+2 . . . . <4, • («•— naj*. • . . (»•— na£.i) 2 (m— «a l+ i) 2 . . . (m—na H ) 2 

<(^rv - 
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multipliant membre a membre avec l'inegalite Ji(m — tt ü a f 2 <a (> et posant 
pour abreger 

(«*) = (»• — na^m — naj — (m<>— *o«i)-- ..(ro — naj, 

on obliendra aisement 

Ces deux conclusions aoxqaelles nous sommes arrives, demontrent immedia- 
tement la proposition annoncee; en effet, soit comme precedemment : 

on aura 

a * — m~nm — — 3^" < TV^ny vy; D > 

ainsi, le nombre entier A' 9 d'une part, et tontes les qnantites a/, «*' etc. de 
l'antre sont limitees, donc il en est de m6me encore de tonts les autres 
coefiicients £', C", .... £/. Entre autres relations qu'on pent ölablir a cet 
egard, on dtit remarqtter la stthrante qui fovrnit one limite da produit des 
coef&cients extrömes, savoir 

Je vais maintenant considörer les formes f(y,&)i oü les racines de 
l'öqnation jflfol) =*= sont en partie reelles et en partie imaginaires; nom- 
mant donc 

<*n a ?5 *si • • • • *p 
les racines reelles et 

ßi* Yi\ ß*> r*> •••• A» yn 

les divers conples de racines imaginaires cbnjnguees, de sorte qne fi-\- 2v = n, 
peaona: 

+^iJ i J/(a i -ßjXa i - rf ), 
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je definirai le determtoant de f(y,x), la plus petite des valeurs qae peak 
prendre l'expression ' 

(4....4Jft(4'4/....4,')' 

lorsque les quantites, -J l3 J 2 i • •*• 4 ß i dl* dj* • ••• 4 V \ passent par toutes 
les valeurs reelles et positives, depuis zero, josqu'a Hnfini. On obtiendra alors 
ponr le minimum cberchö, les equations: 

et un raisonnement semblable a celui qui a ete employe ci-dessus, proave qae 
toutes les transformees fitfpri), äquivalentes a la forme proposee condoiront 
ä la möme equalion pour d&erminer D en fonction de lears coefficients. 

D>pres cela, je fais dans f(y,s) la Substitution 

y = my^^m^x', 

propre a reduire la forme binaire quadratique 

de determinant — J, et je dis que touts les coefficients de la transformee 
fi(/>* f ) auront des valeurs finies, limitees seulement au moyen de D, et des 
nonbres (i, v. Sott 

Xtf-ßMtS-ft*) • • • • </- AV) 

et 

£ = A(m — nad(m~na 2 )....(m — na ßi ) 
X(fn — n&)(« — nß 2 ) ....(«• — nß r ) 
X(m — ny i )(m--ny 2 )....(m — ny v ). 
On pourra comme precedemment faire: 

,_ A( ai ) Rf _ A(ßi) ,_ A(n) 



364 ÄS*.- G> Her mite, *ur ImrSduciion des fouci. homoy. ä deux wdetmwinees. 
et Ton obtieodta par des raisesnements analogues 

^<«'(l)"(4)'"». 

en partant de la relation: 

+ ^'(ttf— i»/?i)(m— njO -f J 2 '(tn— nß 2 )(m— ny 2 )+ . ...-}- J y \m—nß y )(m—nrr) 

< y«^). 

On aura encore les deux Limites suivaates: 

^.(A).w<(^r.(^ I r(4)'"-^ 

ainsi le coefficieht Ä f les racines reelles et les modules des racines imagi- 
naires, sont limites comme je Tai annonce, döric il en est de m6me de touts 
les nombres entiers qui forment les coeffideate de la tranaforrote /J(y', x f ). 

Les principes precedents s'appfiquent ayec beaucoup de facilite aux 
form es cubiques et biquadratiques ; on observe älors cette circonstance remar- 
quable, que pour chaque degre, c'eat toqjoirs la mtme equation en D, qui 
vient s , offrir > bien qne les calculs par lesqvels on y arrive, different beaucoup, 
soivant le nombre des racines reelles et iuaginaires, mais je n'ai pu jusqu'a 
present decouvrir la raison generale de ce fait important. 

Le cas des forme» binwes du secoad degre a facteurs reela, si distinct 
des autres, se rattache a nne theorie tres etendue fondfo sur la reductioa 
des formes quadratiques ä nn nombre quelconque 4'indeteraiinees, et qui em- 
brasse tontes les irrationnelles algebriques, je la soumettrai dans un prochain 
memoire an jugement des geomefres. 

Paris. Mars 1848. 



Aux lecteurs de ee Journal, 
et aux amis des math6matiques. 

A. parlir. du lome 23 de ce Journal, comrae cela est oonnu de seg lecteurs, 
on a ajoute a chaque cahier un fac-simile de l'&rtture de quelque celebre mathema- 
ticien decede. Voici par ordre alphabetique les noms des geometres dont le Journal 
a publie dans les 13 tomes 23—35 des autographes en fac-simile: 

Abel, fAlembert, Ampere, Dan. BernaulU, Joh. BerneulH, Nie* BernouUi, 
Bettel, Carnot, Condorcet, Copernicue, Gramer, Deseartes, L. Euler, Fermat, 
Ferrari, Ferren*, Fontana, Fourier, Fufs, Gal. Galilei, Dem. S. Germain, 
W. Hersekel, üevel, Huygkene, Kant, Kästner, Karsten, Kepler, Lagrange, 
LaUmde, Lambert, Laplace, Legendre, Leibmtz, Lexeü, Maupertuis f Mdckmn, 
Monge, Newton, OrUini, Parti, Pf off, Poisson, Reaumur, Rober val, Sehröter, 
TorriceUi, Trolles, Tycho de Brake, Viviani, et Chr. de Wolff. 
Le directeur du Journal a encore dan& ce moment en reserve les fac-simile 
des autographes de 

Boseoviek, Castelli, Cavalieri, Frist, Grmndi, Manfred* , Monianari, Riccioli 
et Vandermonde 
que Ton trouvera dans les prochains cahiers du Journal Excepte les autographes de 
Abel, Bessel, Dem. Germain, Legendre et Poisson qtfil a tires de sa propre cor- 
respondance avec ces geometres, il doit tous les autres, norames ci-deasus, & la bonte 
et ä la complaisance de ses amis et des amis des mathematiques, auxqueis il s'est 
adresse pour cela separement, et il leur en exprime ici publiquement sa Wen sincere 
reconnaissance. * 

II desire beaueoup de pouvoir continuer ulterieurement dans le Journal la pubü- 
cation (Tautographes de celebres geometres ddeüis, ^tant perauade que cette col- 
lection sera agreable aux lecteurs du Journal» et a tous les amis des mathematiques, 
puisque Mcriture d'un savant, a defaut de son portrait, contribue fort bien k le 
caraetäriser, et qu'un autographe a meme la preference sur un portrait qui est rare* 
ment bien ressemblant, et coüte tres eher, quand il a ce merite, tandis que la conformite 
du fac-simile de l'ecriture est presque absolue, et que le fac-simile coute trfes peu. 
II y a encore un grand nombre de geometres celebres ddeidis, qui ne se 
trouvent pas compris parmi ceux denommes ci-desaus, par ex«: 

Agnesi, Arbogast, dFAubuissm, Backet, Bacon 9 BaiUy, Th. Baker, Barrow, 
F, de Beaune, Belidor, Berard, Bertrand, Bezout, Bombeüi, Borda, Borelli, 
L. di Borge, Bouguer, J. Brodlet/, Briggs, Brook- Taylor, Brownker, 
Buzengeiger, Cagnoli, De la Caille, Cardan, J. D. Cassini, C. F. Cassini, 
J. Ceva, L. v. Ceulen, Chdraut, Clavius, Condamine, CondiUae, Coriolis, R. Cot es, 
Coulomb, J.A.J. Cousin, J. Craig, G. Cramer, Da Gunka, J. Die, Deiambre, 
J. Dollond, (X v. Drcbbel, Dubuat, A. Dürer, Fagnani, Flametead, Franc/Uns, 
Freniele, Galvani, Gellibrand, v. Gerstner, Alb. Girard, S'Gravesande, J. Gregory, 
Guldhi, Halley, Harriot, Harrison, Hindenburg, UHUpital, LHuilier, Butten, 



J.Juan, Ivory, itftfHk : A KircherlKfytlj Ämw, !*&<>**> Lagny, Lahire, 

Landen, Lorenz, Lorgna, Mftclaurin, JHalfatii, Mascheroni, Mashclyne, Tob. 

Mayer, Mcrcäfdn, Ä.Mefius, Moivre, Montucla, Navier, Neper, Nonius 

(Nunez) , Oughthred, Pascal, Pas quick, Pett, v. Prasse, Pirwiy, Purbath, Regio- 

montanus (J. Malier), RieckH, Röbins, Robison, Rrnffini* Salomon de Gau** 

Saünderson, X Sauveur, v. Segtier, Servois, Hob. Simpsen, Th. Simpson, Stevm, 

Stiefel, StirUng, B. Stone, Täcquei, Tarialea, TKbaut, TrembUy, v. Tschim- 

haissen, Varign&n, Vega, Venturi, Vi&a, Volta, Wallis, Wahhesley, Waring, 

J.Watt, Wilson, Tk. Wrenn etc. etc. 

et tt seraifc saitä doute interessant ,$$ posseder ehcere les faosiraile de l'ecriture de 

cea atoteurs» mais le directeur du Journal n'a pu r£ussir ä s'en procurer. II ne lui 

redle <hfutre voie pour y parvenir que d'adresser, comme il le fait ici, la priere aux 

lecleurs de ce Journal eux-memes, ainsiqq'fc ieusies arais des mathematiques, «Tavoir 

Fobligeance de Itri communiquer une copie de l'ecriture qtfils peuvent avoir entre les 

mains (du qui leur soit accessible dans une bibliotheque ou che« leurs ainis), des geo- 

metres ci-dessus nommes. II ne demande pas de lui envoyer les autographes eux^ 

m£mes: eehr serait difficile, et peut-Ätre meme dans la plupart des cas, impossible; 

mais aussi cela n'est pas necessaire; il ne s'agit que d'une copie exacte, faite par un 

HUiographe ou un autre dessinateur, sur un papier transparent, huile ou de soie, qu'on 

couche *ur l'original; ee qui ne fait pas le moindre tort ü celui-cL II prie seulement 

de vouloir Inen lui faire parvenir une teUe copie, de la grandeur d'une feuille in* 

quartö, untenan t quelque eehantillon interessant de l'autographe, surtout, ci cela se 

peut, avec des formules ibathematiques, si non, une partie de quelque lettre, mais, 

s'il est possible, avec la signature de l'auteur, et la date. Les frais occasionnes par 

cette copie, etceux de leur envoi, seroni rembourses sür le champ et avee la plus 

grande recompaissance; ; Afin que quelque copie ne soit pas expediee peut-3tre pluK 

sieurs föis, £ius tafrd> et par plusieurs personnes, on nomnaiera dans chaque cahier du 

Journal Celles qui seront amv4es jusque la; mais si meme plusieure personnes vou* 

loient envoyer des copies de l'ecriture du meme auteur, ce ne serait pas un mal, 

mais plutfct un a van tage, de sorte qu'on est.priä de nd pas retarder les envois, par 

cremte d'envoyer des doublet. 

Lq directeur du Journal exprime ici par avancfe sa gratitude ä ceux qui vou- 
dront bien avoir la boote dViceädefa son desir, et il eröit le pouvoir faire au ncm 
du pubßc qui kur sera egalement reconnaissant de leur cotnplaiaance. 
Berti», Septbr. 1847, 

" ; A. L. Cretle. 

,).,*,'■ . • , . * . 

' En consequence de la priere ci-deäsue, Mr. Grunert, prof. ord. des matfa. ä Tuni- 
versitz de Greift wald,a eu la honte de me transmetlre des aüthographes de Buzcn- 
geiger, JOüsjel, MaUtecide, J. F., Pf off et Pfleiderer. Je lui offre ici publiquement 
rexpression .dfe sa wo teConnaissaiice. Qtfil me sdit.permis d ? exprimer le voeu que 
cet extinple trtkiv^ra bietitdt des imitateurs. sj 
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J*// &i)L et fii Mai /T77. 

nuL &4n**£oir^ s/Je. *m& *t j*«m*Htk. &m*LJ<*i ^^p^ tn j c&rtwnr J&*j 

/ tfre mmjm <t ä p/taxius ß #n */*> wvi yv*> j*. n'avou omcuai zni/it d'xvtir v^ 

nfiJJ } jenir-üu Ol cont&fc J4&J /ifiW<tÜA tTJ^jaü &qa jßtn' ,f am a#tri,dajim, 
X Afc /' turrtit (fi . / «'' <&t <&tu nun mo*rttQ, ß common /icfifiji j'ztOÜ-jfiaJJ** 

ri$V»**4 4« CK/W & H>c& Mt'jiUpU */p*J n' Mtt'rßu* &*oav***^*rui&rc 
Au <&uj* /riuju j *' ** *i motu,' * $4* /'diu %At*a* f pM* /f'en jc***'r"i" 4f&"- 
ßmnJlji &i <u tfutr vcxV *?'l&'t <£*#*''«*> &»*yr<i *>*»U * /£ rr^in g *»*** 
£z &uft> wutrut/Q uU iJjteco & rneiuSb &, / jnjfyutotnr tf d'txnYt nwn. *a*a*cj 
f± ;/ n '&§it ** con**i>Jtn<*> <fa jua, ß an *»eä &«.'£* &• ^ <£ ^*"&,p t * 4 ' ***** J %* : 

#44J &nnj£ 6 «toinir* murrtet #' <.# a.vir cowiwncb £* se.uwf >*'* gfi'r jetL&- 
Mit, <«'■ & /'d& &*"&" &roit t yi* 4 mwi etp/r am a0fa 0A) m*ij £M± £ 
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/€ A £u. "u>ü &'*'*' tCöU. J/ea flstrono»*. <&. /'J$n,Mnt A &Jt /«*&**. 

fl(. J'Atft' /U>c&a fj'Jäit &. & <6u.fc ri&wtCon, du, isäfn/iQ, roe& /IJLl 

ff™-***' & tn i»t*ti't/ i f**-J'jf «""<> fa f tt &, *»*nrMf4 j yt'i/'« l i>rt 4'ea.ujcA, 

ttn*$*> mm+mp&m*^** pour OJ WWttQj eutgäj: fear ä^T ^' <* * t a/'u.neM>a.u*.> 
voioi et* ptirß&j tireej e& ja. fcffre. ttsti*, en 9**jfw /£/t dk dLrn 




j jurijrihtja 



j'tvtßX- tont u fp*j< f** ** 4t w tnmtiimcA mjfZi#u# f '*6*t . faurtmifjt 
nt con^oü o&j ^mavenr vV»»' & rt'ut Mt A uttt maxie** ittimtsuzmM-adv •/**.* 

vu, tänt £ , tmfttiJtmtAt ) er $t uitAeuJtajam, j'aufrt /tat j£ meye* JU &#* /*& *> '■ 
clw.tt tiHUfff**' *'* * ! </ j/ounrtatm & ä,rt»at€fiutfft tn tnxttt'4/nnM . 
rf t#ct tvenemjut+ j'tJrftri } pt'*ßrej t*nt V eaisrttfu ,€t**.J' ai &xn£* ««-Muti/h. 
dirtJ u*e tw/ut statte £ ann&Jj <T ufi art*f Aomrs* jPeuLfcu jp tjt J*/P'*f *' ~ 
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